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Rozdziat 1

Definicje i przyklady

1.1 Definicja réwnania rézniczkowego

1.1 DEFINICJA. Rownaniem rozZniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy row-
nanie

F(t,z,i,%,...,2") =0. (1.1)

W réwnaniu tym t jest zmiennq niezaleing, a x zmiennq zaleing. Zmienng zalez-
nq x(t) oraz funkcje F traktujemy jako funkcje wektorowe o wartosciach w prze-
strzeni R"™. Rozwiqzaniem réwnania (1.1) nazywamy funkcje ©(t) klasy C", ktéra
podstawiona do réwnania w miejsce x, odpowiednio ¢’ w miejsce z, ..., o™ w
miejsce x(”), zmienia to rownanie w tozsamosc.

1.2 DEFINICJA. Wykres funkcji ¢ (t) w przestrzeni R™ ! zmiennych (t, x) nazy-
wamy krzywa catkowa réownania (1.1).

Postugiwanie si¢ rownaniami rézniczkowymi w postaci (1.1) jest do$¢ niewygod-
ne. Jesli funkcja F spetnia lokalnie wzgledem najwyzszej pochodnej (™) zatoze-
nia twierdzenia o funkcji uwiktanej, réwnanie (1.1) mozna rozwikta¢ wzgledem
najwyzszej pochodne;j

M@ = ftx, @, .., (1.2)

Réwnanie n-tego rzedu w postaci (1.2) mozna tatwo sprowadzi¢ do réwnania
pierwszego rzedu. Wystarczy wprowadzi¢ nowe zmienne

zo(t) = z(t), x1(t) = @(t), ..., zp_1(t) = 2" D(1),
oraz wektor

:L’o(t)
y(t) = xlft) : (1.3)

Tp—1 (t)

5



6 ROZDZIAL 1. DEFINICJE I PRZYKEADY

Wtedy réwnanie (1.2) zapisuje si¢ jako rOwnanie pierwszego rzedu

y=yg(ty), (1.4)
gdzie g(t,y) jest wektorem
x1(t)
g9(t,y) = x2:(t) : (1.5)
f(t, xo, xl,.. cy Tp—1)

Przedmiotem naszego zainteresowania beda réwnania pierwszego rzedu (do-
ktadniej uktady réwnafi pierwszego rzgdu)

i = f(t,x). (1.6)

Zbiér G ¢ R™H+! bedziemy nazywac rozszerzona przestrzenia fazowa réw-
nania (1.6), jesli G jest spdjny i prawa strona réwnania (1.6) jest w nim dobrze
okreslona. Niech D begdzie rzutem G na przestrzen R”* zmiennych z, wtedy D be-
dziemy nazywaé przestrzenia fazowa tego réwnania. W zbiorze G istnieje zwy-
kle bardzo wiele krzywych catkowych rownania (1.6). Krzywe te tworza wielo-
parametrowe rodziny rozwiazan. Jesli ¢(t;¢1,...,¢y,): R — R™ jest rodzi-
na funkcji, sparametryzowana m parametrami cy, co, . . . , C;n, taka ze dla kazdego
(c1y...,cm) € A C R™, funkcja ¢(t;¢q,. .., cn) jest krzywa catkowa réwnania
(1.6) i dla kazdego (tg,z0) € G istnieje parametryzacja (cY,...,c)) € A, taka
ze o(t;cY, ..., D) jest krzywa catkowa przechodzaca przez punkt (¢g, zg), to ro-
dzing p(t;c1, . . ., ¢;y) Nnazywamy rozwiazaniem ogélnym réwnania (1.6). Catka
0golna nazywad bedziemy uwiktane przedstawienie rozwigzania ogélnego

O(t,z5¢1,...,0m) =0.

1.3 DEFINICJA. Rownanie (1.6), w ktorym prawa strona nie zaleZy jawnie od
zmiennej niezaleznej, nazywa si¢ rownaniem autonomicznym. Rownanie to ma
forme

T = f(x). (1.7)

Kazde réwnanie postaci (1.6) mozna sprowadzi¢ do réwnania autonomicznego. W
tym celu nalezy wprowadzi¢ nowa zmienng niezalezna s dana réwnaniem s = t ,
a zmienng t potraktowaé jako kolejna sktadowa wektora x. Wtedy réwnanie (1.6)
mozna zapisaé w postaci

v =9), (1.8)

gdziey = (7), g = ({ ) , a rézniczkowanie oznacza rézniczkowanie wzgledem
nowej zmiennej niezaleznej s.
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1.2 Zagadnienie poczatkowe

1.4 DEFINICJA. Zatozimy, zZe rozwiqzanie rownania (1.6) spetnia warunek
x(to) = X0. (19)

Warunek ten nazywa si¢ warunkiem poczatkowym (warunkiem Cauchy’ego).
Rownanie (1.6) uzupetnione warunkiem (1.9)

T = f(t,x),

1.10
x(t0> = X0 ( )

nazywa sig zagadnieniem poczqtkowym (zagadnieniem Cauchy’ego).

1.5 DEFINICJA. Rozwiqzaniem zagadnienia poczatkowego (1.10) na przedziale
[to, to + a) nazywamy funkcje o(t) klasy C' na tym przedziale, spetniajacq row-
nanie (1.6) na przedziale (to,to + a) oraz warunek poczatkowy (1.9).

Pokazemy teraz jak warunek poczatkowy formutuje si¢ dla réwnania rzgdu n. Jak
pamigtamy, réwnanie rzedu n

M@ = ft,x, @, ..., a7
sprowadzili§my do rdwnania pierwszego rzg¢du dla funkcji

zo(t)
= "

ZTp—1(t)
gdzie z;(t) = 2 (t). Wobec tego, warunek poczatkowy dla funkcji 3
y(to) = X,
gdzie X jest statym wektorem, wyraza si¢ uktadem réwnosci
(to) = Xo, #(to) = X1,..., 2" V(tg) = Xpn_1,

przy czym X; oznaczaja sktadowe wektora X.
Prowadzi to do nastgpujacej definicji zagadnienia poczatkowego dla réwnania
rzedu n.

1.6 DEFINICJA. Jesli dane jest rownanie rozZniczkowe rzedu n, postaci (1.2)
w przestrzeni R™, to zagadnienie poczatkowe (zagadnienie Cauchy’ego) dla tego

rownania przyjmuje formeg
2™ = f(t, 2, ..., 2D, (1.11)
a(to) = mo, #(to) = z1,..., 2"V (te) = 21, |

gdzie xy, . . ., xp—1 Sq wektorami m-wymiarowymi.
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1.7 Przyklad. Ze zbiornika o dowolnym ksztalcie wyplywa ciecz przez otwor w
dnie. Nalezy znaleZ¢ prawo opisujace wysokos$¢ poziomu cieczy w zbiorniku, jesli
znane jest pole otworu S oraz pole przekroju zbiornika w funkcji wysokosci F'(h)
(oczywiscie zaktadamy, ze F'(h) # 0 dla kazdego h).

Aby rozwiaza¢ do zadanie musimy skorzystaé¢ ze znanego faktu z fizyki, ze
stup cieczy o wysokosci h wyptywa przez otwor z szybkoScia

v = k+/2gh,

gdzie g jest stala przyspieszenia ziemskiego, a k jest wspétczynnikiem proporcjo-
nalnosci. Wtedy ilos¢ cieczy jaka wyplywa ze zbiornika w ciagu czasy At wynosi
kv/2ghSAt. W tym czasie poziom cieczy obnizy si¢ 0 —Ah, wigc

k\/2ghSAt = —F(h)Ah.

Po przejsciu do granicy otrzymujemy réwnanie

Dla tego réwnania mozna sformutowac kilka réznych zagadnien Cauchy’ego:

a. w chwili poczatkowej wysokos$¢ cieczy wynosi H, wtedy warunek ma postaé
h(0) = H,;

b. po to sekundach zbiornik opréznit sig, wtedy warunek ma postaé h(ty) = 0.

1.3 Interpretacja geometryczna

W celu zrozumienia geometrycznego sensu rozwigza¢ réwnania (1.6) rozpatrzmy
to réwnanie w przypadku skalarnym (m = 1). Niech funkcja x(¢) bedzie rozwia-
zaniem tego réwnania. Narysujmy wykres tej funkcji na ptaszczyznie (¢, x) i roz-
wazmy wektory styczne do tego wykresu. Jak wiadomo, wektor styczny do wykre-
su funkcji (t) ma postac [1, £(t)] = [1, f(t, x)]. Zatem réwnanie (1.6) mozna od-
czytaé nastepujaco. Na plaszczyznie (¢, z) zadane jest pole kierunkow [1, f (¢, x)].
Nalezy znalez¢ krzywe bedace wykresami funkcji x(¢) i majace tg wtasnosé, ze w
kazdym punkcie (¢, z) lezacym na jednej z tych krzywych wektor styczny do niej
jestréwny [1, f (¢, x)]. Oczywiscie t¢ interpretacje mozna przenies¢ na przypadek
wektorowego réwnania (1.6), zastepujac ptaszczyzne (t, z) przestrzenia R™ 1.

1.8 Przyklad. Ten przyktad pokazuje, ze rozwigzujac rOwnanie nie zawsze mo-
zemy znalez¢ wszystkie krzywe calkowe styczne do danego pola wektorowego.
Rozwazmy réwnanie

dy 1

dr
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Fatwo mozna odgadnaé funkcje y(z), ktdra jest rozwigzaniem tego réwnania
y=1In|z|+¢,

gdzie c jest dowolna stata. Rézne wartosci stalej ¢ wyznaczajg krzywe catkowe
tego réwnania. Zapiszmy to rownanie w postaci
dx
dy

czyli jako réwnanie na funkcje z(y). Rozwiazaniem jest teraz funkcja

:x7

Injz|=y+e¢, czyliz=ce’.

Moze si¢ wydawaé, ze obie rodziny krzywych catkowych sa identyczne. Nie jest
to prawda — druga rodzina jest bogatsza o krzywa catkowa x = 0 odpowiadajaca
statej c; = 0.

1.9 Przyklad. Okazuje sig, ze poszukiwanie krzywych catkowych jako krzywych
stycznych pola wektorowego moze daé lepszy obraz rozwiazania réwnania roz-
niczkowego, niz znaleziony analityczny wzor na rozwiazanie. Rozwazmy réwna-
nie p
@ _ .. 2
de Y
w obszarze G = {(z,y) € R% y # 0} i znajdZzmy jego krzywe catkowe.
Zaczniemy od znalezienia izoklin, tj. krzywych stalego nachylenia krzywych
catkowych, albo statego nachylenia odpowiadajacego im pola wektorowego. Linie
te wyznaczy¢ mozna z réwnania x + % = k, co po przeksztalceniach daje réwnanie

1= .
v+ k—x

Jest to rownanie hiperbol (patrz rys. 1.1).

Nastepnie znajdziemy punkty ekstremalne krzywych catkowych. Jesli poszu-
kujemy punktéw ekstremalnych krzywych catkowych jako funkcji y(x), to sa one
rozwigzaniami réwnania x + g = 0. Rozwiazanie tego réwnania daje nam dwie
proste, na ktérych potozone sg punkty ekstremum x = 0 oraz y = —1. Jesli poszu-
kujemy punktéw ekstremalnych krzywych catkowych jako funkcji z(y), to sa one
rozwigzaniami réwnania xy‘?im = 0. Z rozwiazania tego rOwnania otrzymujemy
prosta y = 0, na ktérej potozone sa punkty ekstremalne.

Zbadamy teraz obszary wypuklosci oraz wklegstosci krzywych catkowych. W
tym celu obliczymy druga pochodnag

Ty +x

y—(zy+ax)yt) =
) )

y 3y + oy +ay(ey + o) — (wy+$)2>=

G
v (v

y" zy_Q((er 1+x

(y+1)+=x y(y+1)—x2(y+1)2

y P+ D -2 =y y+ D)y —2)(y + ).
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ka2 K7 Y pel gt

ke ket | ket ks

Rysunek 1.1: Izokliny dla réwnania z przyktadu 1.9

Z postaci drugiej pochodnej tatwo mozna wyznaczy¢ obszary wypuklosci i wkle-
stosci krzywych catkowych. Narys. 1.2 zaznaczono te obszary odpowiednio litera-
mi P (dla obszaréw wypuktosci y” > 0) oraz N (dla obszaréw wklestosci 3" < 0).

Rysunek 1.2: Obszary wypuklosci i wklgstosci dla rownania z przyktadu 1.9

Laczac informacje o izoklinach z informacja o potozeniu punktéw ekstremal-
nych oraz informacja o obszarach wypuktosci i wklgstosci mozna juz tatwo naszki-
cowac przebieg krzywych catkowych (patrz rys. 1.3).

W nastgpnym rozdziale zobaczymy, ze nasze wyjsciowe réwnanie

dy

dz
jest réwnaniem, dla ktérego mozna znalezZ¢ rozwiazanie analityczne. Rozwiazanie
to dane jest wzorem

T
:x—i——

1
y—ln|y—|—1]:§x2—|—c
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f

Y
X

y=-4

Rysunek 1.3: Krzywe catkowe dla réwnania z przyktadu 1.9

dla dowolne;j stalej c. Z postaci rozwigzania analitycznego nie jest bynajmniej ta-
two odtworzy¢ skomplikowang posta¢ krzywych catkowych uwidocznionych na
rys. 1.3. Dodatkowo z rysunku widaé, ze krzywa catkowa jest tez prosta y = —1,
co nie wynika z postaci rozwigzania analitycznego (aby znalezZ¢ to rozwigzanie

nalezy rozpatrzeé réwnanie 9 = —%_ podobnie jak to byto w przyktadzie 1.8).

dy — xzy+z







Rozdzial 2

Proste rownania skalarne

Znajdowanie rozwiazan réwnan rézniczkowych w formie jawnych wzoréw anali-
tycznych jest sprawa trudna. Nie istnieje uniwersalna procedura znajdowania ta-
kich rozwiazan dla szerokiej klasy rownan. Znane s jedynie procedury dla pew-
nych szczeg6lnych klas réwnan — w zasadzie wylacznie dla réwnan skalarnych.
Przyktady takich procedur zostana przedstawione w tym rozdziale.

2.1 Rownania o zmiennych rozdzielonych
2.1 DEFINICJA. Rownanie

z = f(t,x)

nazywamy rownaniem o zmiennych rozdzielonych, jesli funkcja dwdch zmiennych
f(t, x) jest iloczynem dwdch funkcji jednej zmiennej

f(t,z) = g1(t)g2(x).

Réwnanie o zmiennych rozdzielonych mozna prosto scatkowaé. Dowdd ponizsze-
go twierdzenia jest jednocze$nie konstruktywna metoda catkowania takich réwnat.

2.2 TWIERDZENIE. Dane jest rownanie rozniczkowe o zmiennych rozdzielo-
nych

& = g1(t)g2(). 2.1
Niech funkcje g1(t) i go(x) bedq ciggte dlat € (a,b) i x € (c,d) oraz niech
g2(x) nie ma zer w przedziale (c,d). Wtedy przez kazdy punkt (ty, zo) prostokqta
Q = {(t,x): t € (a,b),x € (¢,d)} przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
rownania (2.1) dana wzorem

a:(t) = Gz_l (Gl (t) -Gy (t()) + GQ(JJ())), (2.2)

gdzie G1(t) jest funkcjq pierwotng funkcji g1(t), a Go(x) — funkcjq pierwotnq funk-
cji 1/g2(z).

13
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Dowéd. Réwnanie (2.1) dzielimy przez go ()

1 dx

ma = q1(t)

a nastgpnie zapisujemy tg réwnos$¢ w postaci

d

SGala(t) = gi(t).

gdzie Go(x) jest funkcja pierwotna funkcji 1/go(z). Catkujac ostatnie réwnanie
w przedziale (to,t) otrzymujemy

Ga(x(t)) — Ga(x(to)) = G1(t) — Gi(to),

gdzie G (t) jest funkcja pierwotna funkcji ¢1 (). Funkcja G4 jest monotoniczna, bo
G/2 = 1/g2 # 0, czyli pochodna G2 ma staty znak. Istnieje wigc funkcja odwrotna
do G>. Stad rozwiazanie ma postac

l‘(t) = Ggl (Gl(t) — Gl(to) + GQ(.CL‘Q))

W ten spos6b udowodniliSmy wzér (2.2). Jednocze$nie otrzymane rozwiazanie
jest jednoznaczne, co wynika z definicji calki oznaczone;. [ |

2.3 Przyklad. Powr6cimy do réwnania

d
et ?, 2.3)
dx Y

ktére bylo rozpatrywane w przyktadzie 1.9. Zapisujac to réwnanie w postaci

dy _ y+1
dr Y

9

widzimy, ze jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Fatwo zauwazyc, ze funkcja pierwotng dla yi jest funkcjay — In |y + 1

a
1 )
funkcjq pierwotng dla z jest %:c2 + c. W efekcie rozwigzanie réwnania (2.3) ma

posta¢ podana w przyktadzie 1.9.

1
y—ln\y+1|:§x2+c.

2.4 Przyklad. Z doswiadczen fizycznych wiadomo, ze ciato zrzucone pionowo w
dot z wysokiej wiezy nie upada w punkcie wyznaczonym przez Spuszczony z tej
wiezy cigzarek na nitce (ciato rzucone upada na wschéd od punktu wyznaczonego
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przez cigzarek). Przyczyna tego zjawiska jest wystepowanie sity Coriolisa zwiaza-
nej z ruchem obrotowym Ziemi. Wiadomo, ze na cialo o masie m poruszajace si¢
wzgledem Ziemi z predkoscia v dziata sita Coriolisa

F =2mv x w,

gdzie w jest wektorem predkosci katowej Ziemi, a znak x oznacza iloczyn wekto-
rowy.

Aby zobaczy¢ jak duze przesuniecie daje uwzglednienie sity Coriolisa roz-
wazmy kamieni rzucony do szybu o glebokosci A w miejscu, ktérego szerokosc
geograficzna wynosi . Niech x(¢) bedzie trajektorig lotu kamienia. Zgodnie z
druga zasada dynamiki Newtona funkcja ta spetnia réwnanie

i=g+2xw, 2.4)

w ktorym uwzgledniliSmy sit¢ przyciagania ziemskiego oraz sitg Coriolisa.

Niech z(t) bedzie trajektoria spadajacego kamienia na nieobracajacej si¢ Zie-
mi. Funkcja ta dana jest wzorem z(t) = z(0) + % gt2, bo spetnia réwnanie ? = g.
Poniewaz predkosé katowa Ziemi jest bardzo mata, to rozwiazania réwnania (2.4)
bedziemy poszukiwaé w postaci przyblizenia liniowego wzgledem w. Wtedy funk-
cje z(t) mozemy w przyblizeniu przedstawié¢ jako x(t) = z(t) + |w|y + O(w?),
gdzie y(t) jest poszukiwana poprawka.

Wstawiajac to przyblizenie do réwnania (2.4) dostajemy réwnanie o rozdzie-
lonych zmiennych

lw|i =2t g X w.

Prowadzi to do zagadnienia Cauchy’ego dla funkcji y(¢) (warunki poczatkowe wy-
nikaja w spos6b oczywisty z charakteru funkcji y(¢))

.. w .
y=2tg><m, y(0) =0, y(0) = 0.
Wykorzystujac dwukrotnie wzor z tw. 2.2 znajdujemy rozwiazanie tego zagadnie-

nia poczatkowego
y(t) = g x -
3 jwl”
(state catkowania znikaja ze wzglgdu na posta¢ warunku poczatkowego).
Wykorzystujac fakt, ze przy swobodnym spadaniu zachodzi zwiazek h = % gt?

rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci

2 w
t) = —-th x —.
Zauwazmy, ze wektor h skierowany jest do srodka Ziemi, wigc w punkcie o szero-
kosci geograficznej ¢ iloczyn wektorowy h x = ma wartos$¢ |h| cos ¢.

w]
Ostatecznie

2 [2h
y=—4/—hcosyp,
3\ ¢
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gdzie wszystkie wielkoSci traktujemy juz jak skalary (dtugosci odpowiednich wek-
torow).

Aby wyrobi¢ sobie wyobrazenie jak duze jest odchylenie wywotane sita Co-
riolisa, rozwazmy rzut kamieniem do szybu o glgbokosci 100 m w punkcie o sze-
rokosci geograficznej 60°. Poniewaz w = 7.3 10 sec™!, to wy = 1.10 cm.

2.5 Przykltad. Wykorzystamy wspétrzedne biegunowe na plaszczyznie (r, @) aby
znaleZ¢ rownanie krzywej o tej wiasnosci, ze w kazdym punkcie styczna do krzy-
wej tworzy z promieniem wodzacym staty kat a.

Punkt na plaszczyznie lezacy na poszukiwanej krzywej ma wspéirzgdne bie-
gunowe (7 () cos ¢, () sin ). Wektor styczny do tej krzywej ma wspéirzedne

(o v
dp’ dp
gdzie 7 oznacza pochodnag g—;. Obliczmy iloczyn skalarny promienia wodzacego
oraz wektora stycznego

) = (Fcose — rsin g, 7sinp + rcos ),

(r(p) cosp, r(p)sinp) - (1 cos — rsin g, 7sin @ + rcos @) =

r cos? - r? sinpcos @ + 17 sin? w+ r? sin p cos @ = 7.
Jak wiadomo dla iloczynu skalarnego wektoréw « i v zachodzi zaleznos$¢ u - v =
|u| |v| cos o, gdzie « jest katem migdzy wektorami. Aby wykorzystaé t¢ zaleznos§é
musimy policzy¢ dlugosci wektora promienia wodzacego, co jest tatwe, bo dhu-
go$¢ tego wektora wynosi 7, oraz dlugos¢ wektora stycznego. Obliczmy kwadrat
dtugosci wektora stycznego

(7 cos p—rsin ) + (7sin @ + 7 cos p)? =
72 cos? @ — 277 sin @ cos o + 12 sin? o + 72 sin® @ + 27 sin @ cos @ + 2 cos®
=2 72,
Prowadzi to do nastgpujacego réwnania rézniczkowego dla poszukiwanej krzywe;j
rr
Vi +r?

Po przeksztalceniach dostajemy réwnanie

72 = cr?,

= COSs (.

gdzie ¢ = ctg? a.
Prowadzi to do dwdéch réwnan o rozdzielonych zmiennych

7 =cir, Oraz 1 = —cir,
gdzie ¢c; = ctg o. Rozwiazania tych réwnan sa postaci
() = r(po) exp(c1(e — ¢0)),
() = (o) exp(—ci(p — o)),

czyli jest to zwijajaca si¢ oraz rozwijajaca si¢ spirala logarytmiczna (o tym ktéra
sig¢ zwija decyduje znak stalej ¢, czyli warto$¢ kata «).
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2.2 Roéwnania jednorodne

Metoda catkowania réwnan rézniczkowych opisana w dowodzie tw. 2.2 jest jedna
z nielicznych metod znajdowania rozwiazafi analitycznych. Wiele innych metod
polega w rzeczywistoSci na sprowadzeniu rozwazanego problemu do réwnania o
zmiennych rozdzielonych.

Obecnie zajmiemy si¢ jednorodnymi réwnaniami rézniczkowymi. Réwnania
te przez odpowiednia zamiang zmiennych sprowadzaja si¢ wiasnie do réwnan o
zmiennych rozdzielonych.

Przypomnijmy, ze funkcja dwéch zmiennych f(x, y) nazywa sig funkcja jedno-
rodna stopnia n, jesli f(tz,ty) = t" f(z,y), dlat > 0.

Zanim zaczniemy rozpatrywaé réwnania z funkcjami jednorodnymi, sformu-
tujemy nieco ogdlniej zapis réwnania. Zauwazmy bowiem, ze w przypadku poje-
dynczego réwnania decyzja, ktéra zmienna jest zmienng zalezna, a ktéra zmienng
niezalezna, jest do$¢ arbitralna. Aby podkresli¢ t¢ dowolnos¢ wyboru, bedziemy
réwnanie

T = f(tv 1:)
zapisywaé w postaci zachowujacej petng symetri¢ zmiennych
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.5)

Roéwnanie zapisane w postaci (2.5) bedziemy nazywali réwnaniem rézniczko-
wym w postaci rézniczek.

2.6 DEFINICJA. Rownanie rézniczkowe w postaci rozniczek (2.5) nazywa sig
rownaniem jednorodnym (stopnia n), jesli funkcje M (z,y) i N(x,y) sq funkcjami
Jjednorodnymi stopnia n.

2.7 TWIERDZENIE. Dane jest rownanie jednorodne stopnia n
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.6)

Zaktadamy, ze M (x,y) i N(x,y) sq funkcjami ciggtymi w zbiorze Q = {(x,y):
a< ¥ <b}oraz

xM(z,y) +yN(z,y) # 0.

Wtedy przez kazdy punkt (xo,y0) € Q przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
rownania (2.6).

Dowod. Réwnanie (2.6) mozna sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzielo-
nych przez dowolne z podstawien: y = ux lub x = wvy. Podstawmy y = ux i
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scatkujmy réwnania (2.6)

M(x,y)dx + N(x,y)dy =
= M(z,ux)dz + N(z,uz)(zdu + udz) =
=2"M(1,u)dz + 2" N(1,u)(xdu + udx) =
= 2" (M(1,u) + uN(1,u))dz + 2" ' N(1,u)du = 0.

Po przeksztalceniu otrzymujemy réwnanie o zmiennych rozdzielonych

dr N(1,u)
x M(1L,u) +uN(1,u) du. @D

Poniewaz M (1,u) + uN(1,u) # 0, wigc prawa strona jest funkcja ciagta, czyli
ma funkcje pierwotna G'(u). Stad po scatkowaniu

In|z| = G(u) — G(i—g) + In |xo].

Po przejsciu do zmiennych (z,y), mamy
nfe) = G(2) = G(£) +n x|
x i)

Zgodnie z tw. 2.2 catkowanie réwnania (2.7) jest mozliwe tylko w takim obszarze
@, ktéry nie zawiera punktéw (z,y) o wspotrzednej x = 0. Jesli obszar () zawiera
takie punkty, a nie zawiera punktéw o wspétrzednej y = 0, to réwnanie (2.6)
mozna rozwiazad, stosujac podstawienie x = vy. [ |

2.8 Przyklad. Znajdziemy krzywe catkowe nastgpujacego rownania zapisanego w
postaci rézniczek
(Va?+y?+z)dy — ydz = 0. (2.8)

Réwnanie (2.8) jest réwnaniem jednorodnym stopnia pierwszego i speinione sa
zatozenia tw. 2.7. Po podstawieniu x = vy otrzymujemy

y(V14 0%+ v)dy — y(vdy + ydv) = 0.
Po uproszczeniach réwnanie to sprowadza si¢ do réwnania o zmiennych rozdzie-
lonych
V' 1+ v2dy — ydv =0,
ktére po scatkowaniu daje réwnos¢é
Iny+c; = ln(v—l— 1 +U2).
Po przeksztalceniu otrzymujemy

v+ V1+v2=cy, gdzie co =1Incy.
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Przechodzimy do zmiennych (x, y) i ostatnie réwnanie zapisujemy w postaci

T+ /22 + 9?2 :cly2,

czyli
5 2 1
Yy = a:c + 2
1

Po podstawieniu ¢ = —011 otrzymujemy
2 C
= 2 ( 7) .
Y clz+ 5

Jest to réwnanie paraboli, ktérej wierzchotek lezy w punkcie (—§,0), a ognisko
znajduje si¢ w poczatku uktadu wspétrzednych.

2.9 Przyklad. Znajdziemy rodzing krzywych catkowych, opisanych réwnaniem
(x+y—2)dx + (z —y +4)dy = 0.

Réwnanie to nie jest rownaniem jednorodnym. Mozna jednak szukac takiego no-
wego uktadu zmiennych, aby wyeliminowa¢ w wyrazeniach M (x, y) oraz N (z,y)
wyraz wolny.

Zdefiniujmy nowe zmienne

s=x—x0, t=y—y.
Podstawiajac te zmienne do réwnania dostajemy

s+xo+t+y—2=s+t+x9+y— 2,
s+axo—t—yo+4=s—-t+z0—yo+4

Aby wyeliminowaé wyraz wolny nalezy wybra¢ zg i yo, tak aby spetnialy one
uktad réwnan

To+yo—2=0,

2.9
:L'o—y()+4:0. ( )

Poniewaz wyznacznik tego uktadu liniowego jest r6zny od zera, znajdujemy roz-
wiazanie g = —1, yg = 3. Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie jednorodne

(s+t)ds+ (s —t)dt = 0.
Dalsze postgpowanie jest juz proste. Podstawiamy ¢ = us i mamy réwnanie
(s + us)ds + (s — us)(sdu + uds) = 0.
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy réwnanie o zmiennych rozdzielonych

(1 + 2u — u?)ds + s(1 — u)du = 0.
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Po scatkowaniu mamy
1 2
In|s| —i—§ln]1—|—2u—u | =1Ine,

czyli
s2(1 4 2u — u?) = 2.

Wracamy do wyjsciowych zmiennych (z, y) i otrzymujemy réwnanie

o o 2
(m+1)2(1+2i+?1’ - Eer?;z) =2,

czyli
(x+ 12420y —3)@+1) - (y—3)° = &

Metody z przyktadu 2.9 nie mozna zastosowaé, gdy wyznacznik uktadu (2.9)
jest zerowy. Wtedy jednak oba wiersze macierzy ukladu sa do siebie proporcjo-
nalne i podstawienie z = ax + by pozwala sprowadzi¢ réwnanie do réwnania o
zmiennych rozdzielonych.

2.3 Roéwnania w postaci rézniczek zupelnych

Moze si¢ zdarzy¢, ze rownanie w postaci rozniczek jest rézniczka zupeina funk-
cji dwoch zmiennych. Analiza dostarcza nam narzedzi, ktére pozwalaja tatwo ten
fakt sprawdzié. Z drugiej strony, jesli pewna rézniczka dwéch zmiennych jest r6z-
niczka zupelna, to tatwo mozna znaleZ¢ funkcje, ktorej rézniczka pokrywa si¢ z
rozwazana.

2.10 TWIERDZENIE. Zatoimy, ze w zbiorze Q = {(z,y): z= € (a,b),y €
(c,d)} funkcje M (z,y), N(x,y), My(x,y) i No(x,y) sq ciqgte oraz

My(z,y) = Ne(z,y). (2.10)

Wtedy wyrazenie
M (z,y)dx + N(z,y)dy (2.11)

Jest rozniczkq zupetna, czyli rozZniczkq pewnej funkcji F'(x,y). Jesli dodatkowo
jedna z funkcji M (x,y) lub N(x,y) jest rozna od zera w kazdym punkcie zbioru
Q, to przez kazdy punkt (xo,yo) € Q przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
réwnania

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.12)
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Dowéd. Jesli spetniony jest warunek (2.10), to istnienie funkcji F'(z,y), ktdrej
rézniczka jest wyrazenie (2.11), wynika z odpowiedniego twierdzenia z analizy.
Oznacza to, ze (2.11) jest rézniczka zupetna. Zatézmy, ze N(x,y) # 0. Wtedy
réwnanie (2.12) mozna przepisaé w postaci

dy

M(x,y)—&—N(x,y)%:O. (2.13)

Z faktu, ze (2.11) jest rézniczka zupetna wynikaja réwnosci

oF oF
M =—, N = —.
(@y)=5-, N(z.y) oy
Wobec tego rownanie (2.13) sprowadza si¢ do roOwnania
dF (z,y(z)) _ 0
dx ’
Rozwiazaniem tego réwnania jest
F(x, y(m)) =c. (2.14)

Przyjmujac ¢ = F(x9,yo) uzyskujemy jednoznaczno$¢ rozwiazania oraz spet-
nienie warunku poczatkowego. Warunek N # 0 gwarantuje spetnienie zatozen
twierdzenia o funkcji uwiklanej, czyli réwnanie (2.14) mozna rozwiklaé, znajdu-
jac funkcje y(z) w jawnej postaci. ]

2.11 Przyklad. Znajdziemy krzywa catkowa réwnania
(2x + 32%y)dx + (23 — 3y*)dy = 0,

przechodzaca przez punkt (1,1).
Sprawdzamy, ze jest to rOwnanie w postaci rézniczki zupetnej

02z + 322y) 5 Oz —3y?)
_— = =3 = —==
oy ox

Calkujac to réwnanie, skorzystamy z faktu, ze catka krzywoliniowa rézniczki zu-
petnej nie zalezy od drogi catkowania. Catke taczaca punkt (1, 1) z punktem (z, y)
obliczymy po tamanej taczacej punkty (1, 1), (z,1) i (z,y).

(z,y)
/ (2t + 3t2s)dt + (13 — 35%)ds =
(1,1)

(z,1) (zy)
/ (2t + 3t%)dt + / (2% — 35%)ds =
(1,1) (z,1)

2?42t 242y — P - 1=ty — P - L
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Oznacza to, ze F(x,y) = 22 + 23y — v — 1. W celu znalezienia rozwiazania
naszego réwnania nalezy rozwikta¢ réwnanie

F(z,y)=0.

Rownanie to mozna rozwikta¢ wzgledem kazdej zmiennej bo Fy(1,1) = —2 a
F,(1,1) = 5. Jednak ze wzgledu na posta¢ funkcji F'(z,y) znalezienie rozwiaza-
nia w postaci rozwiktanej nie jest proste.

Réwnania w postaci rézniczek zupelnych nie wystgpuja zbyt czesto. Wiele
réwnan mozna jednak sprowadzi¢ do postaci r6zniczki zupetnej po pomnozeniu
przez pewna funkcje. Funkcja taka nazywa si¢ czynnikiem catkujacym. Jesli wy-
razenie

Mdx + Ndy (2.15)

pomnozymy przez czynnik catkujacy p(z,y)
puMdz + pNdy

i zazadamy, aby nowe wyrazenie byto r6zniczka zupeina

ouM  OuN
oy Oz’

to otrzymamy skomplikowane réwnanie o pochodnych czastkowych

MW—NW:M@N 3M>. (2.16)

oy ox %_Ty

Oczywiscie rozwigzanie réwnania (2.16) nie jest wcale tatwiejsze od rozwiazania
wyjsciowego réwnania zwyczajnego. Czesto jednak jest bliskie rézniczce zupetnej.
Wtedy czynnik N, — M,, wystepujacy po prawej stronie réwnania (2.16), moze
by¢ staty albo moze by¢ funkcja tylko jednej zmiennej. Sugeruje to poszukiwanie
czynnika catkujacego w postaci u(x) lub p(y) albo u = u(z), gdzie z jest znang
funkcjq zmiennych x i y.

Mozna tu sformutowaé kilka prostych obserwacji pomocnych w znajdowaniu
takich czynnikéw catkujacych:

1. Jedli
1
N

to czynnik catkujacy jest funkcja jedynie zmiennej z: p(x) = exp [ f(z).

(No — My) = f(x)

2. Jesli
1
M
to czynnik catkujacy jest funkcja jedynie zmiennej y: p(y) = exp [ f(y).

(N:c - My) = f(y)
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3. Czynnik catkujacy jest postaci p(x,y) = ¢(z(x,y)), gdzie z jest nowa
zmienna, jesli
N, — M,
YT My ),
Nzy — Mz,

Ponizsze przyklady ilustruja kilka takich przypadkow.
2.12 Przyklad. Znajdziemy catke og6lng réwnania
(x +sinx + siny)dz + cosydy = 0. (2.17)
Réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupelnej, bo
Ny — My, = —cosy.
Zauwazmy jednak, ze wyrazenie
1
N

mozna traktowac jako funkcja zmiennej x, co prowadzi do czynnika catkujacego
p(x) = e®. Mnozymy réwnanie (2.17) przez ten czynnik catkujacy i otrzymujemy

(N — My) = —1

e”(x + sinz + siny)dz + €” cos ydy = 0.

Réwnanie to catkujemy po tamanej ztozonej z odcinkéw réwnolegtych do osi
wspétrzednych (jak w przyktadzie 2.11), taczacej punkt (p1, p2) z punktem (z, y)

(zy)
/ el (t +sint 4 sin s)dt + €' cos sds =
(

P1,p2)

(va2) (:U,y)
/ et(t—i-sint—i-sinpg)dt—F/ e’ cos sds =
(

P1,p2) (z,p2)
1
xe® — e’ + i(sinm —cosz)e” + e”sinps + " siny
1 . - -
— prePt + Pt — 5(5111]91 — cospy)ePt — e*sinpy =
1
ze® —e’ + i(sinx —cosx)e” 4+ e’ siny
1 .
— prePt + ePt — §(s1np1 — cospy)ePr.

Catka og6lna ma wigc postac

1 . .
xe® —e¥ + i(smx —coszx)e’ +e”siny = c.
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2.13 Przyklad. Znajdziemy catke og6lna réwnania
(zy? + y)dx — (z +y*)dy = 0. (2.18)
Réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupeinej bo
Ny — My, = —2zy — 2.
Zauwazmy jednak, ze wyrazenie

1 2
S (N, — M,) = 2,
M(I y) y

jest funkcja zmiennej y, co prowadzi do czynnika catkujacego ju(z) = y~2. Mno-
zymy réwnanie (2.18) przez ten czynnik catkujacy i otrzymujemy
(z+y Ydr — (zy™> + 1)dy = 0.

Réwnanie to catkujemy po tamanej ztozonej z odcinkéw réwnolegtych do osi
wsp6trzednych (jak w przyktadzie 2.11), taczacej punkt (p;, p2) z punktem (z, y)

(z,y)
/ (t+ s Hdt — (ts™2 +1)ds =
(

phpz)

1 . 1 _
SU ey =y — ol

Catka og6lna ma wigc postac

1
ixg +ayt—y=c

2.14 Przyklad. Znajdziemy catke¢ og6lna rownania
zy’dr + (z%y — x)dy = 0. (2.19)
Poniewaz
Ny — My = —1,

réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupetnej. Posta¢ funkcji M (x,y) i N(z,y)
wskazuje takze, ze nie ma czynnika catkujacego, ktéry bytby tylko funkcja zmien-
nej z lub y. Mozna jednak zauwazy¢, ze poszukujac czynnika catkujacego w po-
staci ;4 = u(z) dostaniemy z réwnania (2.16) wyrazenie

1
zy?zy — (2%y — x)zy
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Latwo zauwazy¢, ze jesli przyjac z(z,y) = xy, to wyrazenie powyzsze stanie si¢
funkcja wylacznie zmiennej z
1 B 1 B
ry’zy — (22y —x)z, 2?2y — (2%y? —zy) wy

Poszukujemy wigc czynnika catkujacego w formie p = p(zy). Aby znalezé ten
czynnik wracamy do réwnania (2.16) i po podstawieniu z = zy otrzymujemy

réwnanie

2 — (=2 = —p

Po uporzadkowaniu mamy

2’ = —p,
czyli p = (2y)~!. Po pomnozeniu réwnania (2.19) przez czynnik catkujacy otrzy-
mujemy

ydx + (x— ;)dy =0.

Catkujemy to réwnanie, jak w poprzednim przykladzie, po famanej taczacej punkty
(p17p2) i (:Ea y)

(z.y) 1
/ sdt+<t——)ds:pzx—p1p2+my—p2x—1n!y|+111|p2|
(p1,p2) §

=2y — In|y| — p1p2 + In |pa].

Stad mamy catke ogdlng
zy —Inly| = c.

2.4 Rownania liniowe pierwszego rzedu
Obecnie zajmiemy si¢ przypadkiem réwnan liniowych pierwszego rzedu.
2.15 DEFINICJA. Réwnanie postaci
T+ p(t)r = q(t), (2.20)

gdzie p(t) i q(t) sq funkcjami zmiennej t € (a,b), nazywa si¢ réwnaniem linio-
wym. Jesli q(t) = 0, to jest to rownanie liniowe jednorodne.

Dla réwnania (2.20) bardzo tatwo mozna otrzymac twierdzenie o istnieniu i jedno-
znacznosci.

2.16 TWIERDZENIE. Jesli funkcje p(t) i q(t) sq ciagte dlat € (a,b), to przez
kazdy punkt zbioru @@ = (a,b) x R przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
rownania (2.20). Maksymalnym przedziatem istnienia kazdego takiego rozwiqzania
Jjest przedziat (a,b).



26 ROZDZIAE 2. PROSTE ROWNANIA SKALARNE

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy konstruktywnie, podajac rozwiagzanie w postaci
wzoru analitycznego. Rozwazmy najpierw réwnanie jednorodne

= —p(t)z.
Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych. Jego rozwiazanie ogélne ma postaé
t
x(t) = cexp(—/ p(s)ds). (2.21)
to

Aby znalez¢ rozwiazanie réwnania niejednorodnego, stosujemy metod¢ uzmien-
niania stalej: w miejsce statej ¢ wstawiamy nieznana funkcje z(¢) i poszukujemy
rozwigzania w postaci

x(t) = z(t) exp(— /tp(s)ds>. (2.22)

to
Po podstawieniu (2.22) do réwnania (2.20) otrzymujemy
t

esp(~ [ p(s)as) — =(0p) exp(~ [ plejas)+

to to

# =0 exp(~ [ plo)ds) = (o)

to
Daje to nastepujace réwnanie dla funkcji z(t)
¢
¢ =qyexo( [ pls)ds).
to
ktérego rozwiazaniem jest funkcja

0 ==+ [ atr)en(

0 0

T

p(s)ds) dr. (2.23)

Podstawiamy (2.23) do (2.21) oraz wykorzystujemy fakt, ze z(ty) = x(¢) i dosta-
jemy rozwiazanie réwnania (2.20)

¢ ¢ t
x(t) = z(to) exp(/ p(s)ds) +/ q(7) exp(/ p(s)ds) dr.  (2.24)
to to T

Nalezy jeszcze pokazaé, ze otrzymane rozwiazanie lokalne przedluza si¢ na
caty odcinek (a, b). Wystarczy w tym celu udowodnié, ze rozwiazanie jest ograni-
czone w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu (a,b). Niech x(t) bedzie roz-
wigzaniem przechodzacym przez punkt (o, zo). Pokazemy, ze jesli t; € (a,b), to
x(t1) jest ograniczone. Wykorzystujac posta¢ rozwiazania (2.24) dostajemy osza-
cowanie

t1
|:Ii(t1)‘ < ’$0+/ q(T)dT‘eK(tlitO)J

to
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gdzie K = sup;cp, 4,1 [P(t)]. Poniewaz odcinek [to, t1] jest zwarty, wigc funkcja
q(t) jest ograniczona dla t € [to,t1] i

‘xo + /:1 q(T)dT‘ =c < 4o0.
0

Stad
|(t1)] < el 7t

Oznacza to, ze rozwiazanie x(t) jest ograniczone w kazdym punkcie ¢ € (a,b). m

2.17 Przyktad. Niech bedzie dany prosty obwdd elektryczny, zawierajacy opor-
nos¢ R iindukcyjnos¢ L (rys. 2.1). Niech [ oznacza natgzenie pradu w obwodzie a
U - przytozone napigcie. Z teorii obwodéw elektrycznych znane sa prawa rzadzace

Rysunek 2.1: Schemat obwodu elektrycznego

przepltywem pradu w takim obwodzie

dl
LE =U (prawo Faradaya),

RI =U (prawo Ohma).

Sumujac spadki napigcia na opornosci R i indukcyjnosci L dostajemy réwnanie na
natgzenie pradu w obwodzie

dI
Lo +RI=U. (2.25)

Réwnanie (2.25) jest rtéwnaniem liniowym. Jesli dane jest nat¢zenie pradu w chwili
poczatkowej Iy = 1(0), to rozwigzanie réwnania (2.25) dane jest wzorem

t
1) = o i £ (10+ | ek fdsm). 2.26)
0



28 ROZDZIAE 2. PROSTE ROWNANIA SKALARNE

Jesli R, L i U sa stale, to rozwiagzanie redukuje si¢ do prostszej postaci

I(t) = % + e—§t<1‘0 - %)

Przeanalizujmy asymptotyczne zachowanie si¢ natgzenia pradu w obwodzie, gdy
obwdd zostaje podtaczony do Zrédia napigcia (Iy = 0). Wtedy

U U
I(t)= % <1 - e—ft>, Jim I(t) = &

Zachowanie asymptotyczne przy wylaczaniu napigcia (U = 0) ma postaé

2.18 Przykltad. W dalszym ciagu zajmowac si¢ bedziemy obwodem elektrycznym
opisanym w poprzednim przyktadzie. Pozostawiajac zalozenie, ze R i L sa stale,
przyjmiemy oscylujacy przebieg napigcia U = B sin wt (obwdd zasilany pradem
zmiennym). Rozwiazanie (2.26) nadal pozostaje prawdziwe. Jesli % # w, to roz-
wiazanie przyjmie postaé

_R B w
1) = (To+ 7 (RJL)? + =)
2.27
—I—E(Ri/Lsinwt—Lcoswt ( :
L\(R/L)?+ w? (R/L)? + w?

Jesli % = w, rozwiazanie przyjmie prostsza postac

B B
I(t) = e vt <IO + m) + m(sinwt — coswt),

ktéra mozna otrzymac przez formalne podstawienie % = w do wzoru (2.27).

Jesli we wzorze (2.27) wprowadzimy przesunigcie fazowe 9, takie ze tgd =
ﬁ, to wzor ten uproSci si¢ do nastgpujacego

_R, B w B .
I(t)y=e"1 (Io+f(R/L)2+w2)+L (R/L)2+wzsm(wt75).

Z ostatniego wzoru tatwo widac, ze dla duzych ¢ natgzenie pradu oscyluje z ta sama
czgstoScig co napigcia jedynie z pewnym przesunieciem fazowym w stosunku do
oscylacji napigcia.
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2.5 Rownania sprowadzalne do réwnan liniowych

Podamy teraz przykitady réwnan nieliniowych, ktére przez odpowiednia zamia-
n¢ zmiennych mozna sprowadzi¢ do réwnan liniowych, a tym samym efektywnie
scatkowacd. Jako pierwszy przyktad rozwazmy réwnanie nieliniowe

T+ p(t)x + q(t)z" = 0. (2.28)

Réwnanie tej postaci nazywa si¢ rownaniem Bernoulliego. Liczbg n nazywa sig¢
wykladnikiem Bernoulliego. Dla n = 0 lub n = 1 réwnanie (2.28) jest row-
naniem liniowym. Dla innych warto$ci wykladnika Bernoulliego réwnanie (2.28)
mozna sprowadzi¢ do réwnania liniowego przez podstawienie

z=al" (2.29)
Po podzieleniu réwnania (2.28) przez =" otrzymujemy
dx™ + p(t)zt " + q(t) = 0. (2.30)

Po uproszczeniach dostajemy réwnanie

i p(t)z +alt) =0,

czyli réwnanie liniowe.
2.19 Przyklad. Znajdziemy rozwiazanie ogdélne réwnania
@ — 2tz = 2t°2%. (2.31)

Jest to réwnanie Bernoulliego z wyktadnikiem 2. Dzielimy réwnanie (2.31) przez
22 i podstawiamy z = !, skad otrzymujemy

a% —ota~! =243,
a po uporzadkowaniu wyrazéw

i+ 2tz = =215
Rozwiazujemy najpierw réwnanie jednorodne

z4 2tz =0.

Jego rozwiazanie og6lne ma postaé

z(t) = Ce™".
Nastepnie dokonujemy uzmienniania statej

z= u(t)e*tQ.
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Po wstawieniu do réwnania niejednorodnego mamy
(4 — 2tu)eit2 + 2tue™ = —283.
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy
ae ' = —213

a po scatkowaniu
u= —2/€t2t3dt = —/eyydy =—yeY+eY+c=(1- t2)et2 +c.
Korzystajac z tego rozwiazania, obliczamy z(t), a nastepnie x(¢)

-1
) =1—t2 e, a(t) = (1 — 42 +ce*t2) .

Innym typem réwnania, ktére w pewnych przypadkach daje si¢ sprowadzi¢ do
réwnania liniowego, jest rtéwnanie

@+ p(t)x 4+ q(t)x? +r(t) = 0. (2.32)

Roéwnanie to nazywa si¢ réwnaniem Riccatiego. W ogdlnosci nie istnieje sposéb
jego analitycznego catkowania. Jesli jednak znamy jedno rozwiazanie szczeg6lne
x1(t) réwnania (2.32), to przez podstawienie

P (2.33)

mozna to rownanie sprowadzi¢ do réwnania Bernoulliego. Poniewaz & = v + 41,
wigc podstawiajac te rownos¢ do lewej strony réwnania (2.32) otrzymujemy

i1+ 04 p(t) (1 + ) + q(t) (21 +u)? +r(t) =
= [#1 4 p(H)a1 + q(t)af + ()] + i+ p(t)u + 2q(t)z1u + ¢(H)u® =
=i+ p(t)u + 2q(t)z1u + q(t)u’.

Ostatnia rownos$¢ wynika z faktu, ze x; jest rozwiazaniem, wigc czg$¢ wyrazenia
wzigta w nawias kwadratowy znika. Wynika stad, ze u(t) spetnia réwnanie

i+ p(t)u 4 2q(t)z (t)u + q(t)u? = 0.

Jest to rownanie Bernoulliego z wyktadnikiem 2 i jako takie mozna je rozwiazaé
analitycznie. OczywiScie powstaje pytanie, jak mozna znaleZ¢ szczegdlne rozwia-
zanie x1(t). Niestety nie ma tu ogélnych metod. W zasadzie rozwiazanie 1 (¢) na-
lezy zgadnag. Kiedy jednak uda si¢ nam odgadna¢ jedno rozwiazanie, wtedy przed-
stawiona metoda postgpowania pozwala znalezZ¢ rozwiazanie ogdlne tego rowna-
nia.
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2.20 Przyklad. Rozwiazemy réwnanie
i+a? =1+t

Z postaci réwnania fatwo mozna zgadnaé jego rozwiazanie szczegélne z1(t) = t.
Poszukujemy teraz rozwigzania ogélnego

x(t) =t + u(t).
Prowadzi to do réwnania dla funkcji u(t)
i+ 2tu +u? = 0.

Jest to réwnanie Bernoulliego z wyktadnikiem 2. Podstawiajac z = u~! otrzymu-
jemy
Z2—2tz—1=0.

Z réwnania tego znajdujemy

2 =e (c + / e*tzdt>.

Rozwiazanie ogdlne wyjSciowego rownania ma wigc postaé
42 42 -1
z(t)=t+e (c+ e dt) .

Zwr6¢my uwage na fakt, ze rozwiazanie to wyraza sie przez funkcje [ et dt,
ktéra nie jest funkcja elementarna.

Przypadek szczesliwego zgadnigcia rozwiazania szczegdlnego réwnania Ric-
catiego jest oczywiscie do$¢ rzadki. Co prawda nie znane sa procedury znajdowa-
nia takich rozwiazaf dla réwnan Riccatiego w postaci ogdlnej, ale w literaturze jest
opisanych wiele przypadkow szczegdlnych, kiedy znana jest metoda znalezienia
rozwigzania szczeg6lnego. Nie jest naszym celem przedstawienia wielu przypad-
kéw szczegblnych, opiszemy tylko jeden, przydatny dla znacznej klasy réwnan.

Jesli réwnanie Riccatiego jest postaci

1
= az? + b% o, (2.34)

gdzie a, b1 c sa state, to rozwiazania szczeg6lnego nalezy poszukiwaé w postaci

Ponizszy przyktad ilustruje postgpowanie dla takich réwnan.
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2.21 Przyklad. Rozwiazemy réwnanie
i +a®=2t"2 (2.35)

Jest to réwnanie Riccatiego typu (2.34). Bedziemy poszukiwali rozwiazania szcze-
gblnego w postaci

Po wstawieniu do réwnania (2.35) otrzymujemy

—a a? 2

e
czyli
a?—a—-2=0.
Stad a = 2 lub a = —1. Mamy wigc rozwiazanie szczegdlne
2
t)=—.
z1(t) = -

Prowadzi to do réwnania dla funkcji u(t)
o+ 4t w4 u? = 0.

Jest to réwnanie Bernoulliego z wyktadnikiem 2. Podstawiamy z = u~! i otrzy-
mujemy
-4tz -1=0.

Rozwiazaniem tego réwnania liniowego jest funkcja

1 .
= —~t4cth.
z 3 C

Stad rozwiazanie ogélne réwnania (2.35) ma postaé

1 -1 2
x(t):<—§t+ct4> + 7



Rozdzial 3

Podstawowe twierdzenia

3.1 Istnienie rozwiazan lokalnych

Rozpocznijmy od odpowiedzi na ogdlne pytanie: jakie warunki musi spetniac row-
nanie rézniczkowe zwyczajne, aby istnialo jego rozwiazanie i kiedy rozwigzanie
to jest jednoznaczne?

Rozpatrywac bedziemy réwnanie

T = f(ta J))
w przestrzeni wektorowej. Przypomnijmy, ze z = z(t) € R™, a f jest funkcja

dziatajaca z podzbioru R+ do R™.

3.1 TWIERDZENIE. (Picarda-Lindelofa) Niech funkcja f(t,z): R™T! — R™
bedzie ciqgta w zbiorze QQ = {(t,x): |t — to| < a, |x — xo| < b}. Zaktadamy po-
nadto, ze Sup( e | f(t,2)| = M oraz f spetnia w zbiorze Q warunek Lipschitza
wzgledem zmiennej

|f(t,21) = f(t,22)| < Llzy — 2],
dla pewnej statej L. Wtedy zagadnienie Cauchy’ego

i = f(t,2), o

$(t0) = Xo,

).

=

ma jednoznaczne rozwiqzanie na przedziale |t — to| < o, v < min(a, %,
Dowéd. Rozwazmy podzbidr przestrzeni metrycznej funkcji ciagtych
E = {x(t): x(to) = wo, |z(t) — zo| < b, |t — to] < a}.

I jako domknigty podzbidr przestrzeni funkcji ciaglych jest przestrzenia metrycz-
na zupetna. W przestrzeni F rozwazamy odwzorowanie

F(x)(t) =xo +/ f(s,2(s))ds.

to

33
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Jesli istnieje punkt staly tego odwzorowania

z(t) = xo +/ f(s,z(s))ds, (3.2)

to
to spetnia on rownanie (3.1). Z ciagtosci funkcji f i wtasnosci catki wynika bo-
wiem, ze funkcja x(t) dana réwnaniem (3.2) jest funkcja klasy C*. Po zrézniczko-
waniu (3.2) otrzymujemy réwnanie (3.1) (spelnienie warunku poczatkowego wyni-
ka z definicji calki). Wystarczy wigc wykazaé, ze odwzorowanie F' ma punkt staty
w przestrzeni . W tym celu pokazemy najpierw, ze ' odwzorowuje przestrzei E/
w siebie.
Poniewaz

sup |F(z)(t) —xo| = sup
[t—to| < [t—to| <

/tf(saw(s))ds) <

to

t
< sup / sup |f(s,x(s))’ds < Ma < b,
[t—to|<a Jto s€[to,t]

wiec
[F () () — ol <b,
czyli F' odwzorowuje przestrzen E w siebie.
Pokazemy teraz, ze F' jest odwzorowaniem zwegzajacym. W wyniku prostego
rachunku dostajemy

t
sup [F(a1)(t) = Flen) ()] < sup / [ (5,1(5)) — f(5,22(5)) |ds <

[t—to| < [t—to|<a Jto

t
< sy [ Llen(s) -~ ma(s)lds <

‘t—to‘ga to

t
< sup L/ sup |z1(s) — z2(s)|ds <
t

‘t—to‘ga 0 \s—t0|<a

< La sup  |zi(t) — 22(t)],
[t—to| <
czyli dla oL < 1 odwzorowanie F' jest zwezajace. Z twierdzenia Banacha o punk-
cie statym wynika, ze F' ma punkt staly bedacy granica ciagu 2" 1 (t) = F(2™)(t),
gdzie 2°(t) = z¢ i jest to jedyny punkt staty odwzorowania F' w E. Dowodzi to
istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazania zagadnienia (3.1). [ ]

Istnienie rozwigzan mozna udowodni¢ przy nieco stabszych zatozeniach. Traci
si¢ jednak wtedy wtasno$¢ jednoznacznosci rozwiazania.

3.2 TWIERDZENIE. (Peano) Niech funkcja f(t,z) : R™T! — R™ bedzie
ciggta w zbiorze Q = {(t,x): t € [to,to +al, |z — xo| < b}. Zaktadamy takze, ze
Sup(¢ zyeq |f (8, 2)| = M. Wiedy zagadnienie Cauchy’ego

T = f(t,l’),

33
.’L‘(to) = X0 ( )
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ma rozwiqzanie na przedziale [to, to + o, gdzie @ = min(a, %)

Dowod. W dowodzie wykorzystamy metode famanych Eulera. W tym celu prze-

dziat [tg, to + «] dzielimy na n; mniejszych przedziatéw o konicach tgl)

to=15") <tV <. <t =ty +a

oraz konstruujemy funkcje kawatkami liniowa przyblizajaca rozwiazanie réwnania
(3.3) (tamang Eulera)

to) = xo,
¢1(to) 0 t(l) (3.4)

1 1 1 1 1
1) = i) + £ (1 o1 () ¢ = 1Y), dlat e (1,61

Jak tatwo zauwazy¢, funkcja ta powstaje przez potaczenie odcinkami punktéw
(tgl), ©1 (tgl))). Funkcja ¢1(t) jest pierwszym przyblizeniem rozwiazania zagad-
nienia (3.3). Funkcje ¢ bedaca k-tym przyblizeniem, otrzymujemy dzielac prze-
dziat [to, to + o] na ny czesci ty = t((]k) < tgk) << tgz) = 19 + a1 definiujac
© analogicznie do ¢1, jako funkcje kawatkami liniowa przechodzaca przez punk-

t®) o ()
ty ( 1 790]?( ) ))

Funkcje ¢ maja nastgpujace wlasnosci:

1) saciagle na przedziale [to, to+ «] i rézniczkowalne wszedzie poza punktami
tz(k). Wynika to z faktu, ze ¢y sq funkcjami kawatkami liniowymi.

2) sa wspélnie ograniczone na przedziale [tg, to + «], mamy bowiem oszaco-
wanie
ok ()] < |xol + Ma,
ktore wynika z definicji funkcji .
3) sa jednakowo ciagle, bo jesli ¢/, " € (tl(k) , t,gi)l], to z definicji funkcji oy (t)
dostajemy oszacowanie

ok (t") — or(t)] < M|t =t

Oszacowanie to jest niezalezne od k. Jak tatwo zauwazy¢, mozna je rozsze-

N

rzy¢ z zachowaniem tej samej statej M na przypadek, gdy ¢’ € (tgk), 1] @

k k
t" e (1M, i)].

Z wlasnosci tych wynika, ze ciag ¢y spetnia zatozenia twierdzenia Arzeli-Asco-
liego. Istnieje zatem podciag ¢y, (t) jednostajnie zbiezny do funkcji () na prze-
dziale [to, to + Oz].

Wystarczy teraz udowodnic, ze o(t) jest rozwiazaniem zagadnienia (3.3). Po-
niewaz wszystkie funkcje oy (t) spelnialy warunek oy (tg) = xo, wigc takze p(t)
spetnia warunek poczatkowy. Nalezy pokazad, ze funkcja o(t) spetnia takze row-
nanie rézniczkowe, czyli

i PE+R) —o(t)
h—0 h

= f(t, (1)) dla t € (to,to + ). (3.5)
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Aby udowodni¢ to przejsScie graniczne, dokonajmy nastgpujacego oszacowania
(wybieramy h mniejsze od pewnego hyg, tak aby odpowiednie funkcje byty dobrze
okresSlone)

‘«p(t + h})b —o(t) f(tw(t))‘ _
'(f(t, er, (1) = S (1, 0(8) ) + Pt +h) — o (t+h) o) ~, v,
fd h})L sV (t))‘ <
i ) = £t ol + | E PR [HO O
‘% WX Z260 _ po, (t))‘.
(3.6)

Ustalmy € > 0. Drugi i trzeci wyraz po prawej stronie nieréwnosci (3.6) sza-
cujemy z jednostajnej zbieznosci ciagu ¢y, . Jesli wezmiemy k; dostatecznie duze,

to
eh
sup lon; (1) — ()] < T (3.7)

Z oszacowania (3.7) oraz jednostajnej ciagtosci funkcji f (¢, ) w domknigtym
otoczeniu punktu (Z, ¢y, (t)) wynika oszacowanie pierwszego wyrazu nier6wnosci

(3.6)
g

|f(t7 Pk; (t)) - f(tﬂp(t))‘ < Z .

Aby oszacowac ostatni sktadnik nieréwnosci (3.6), zatézmy, ze t € (tgkj ) , tg_lfl)]
orazt+h € (t%kj ), t;k_i)l] Witedy

iy (E+ 1) — o, (1) — B (1,01, (8)) = F (177, o, (60)) (2852) — 1) + -
+ F (7 o, (B (£ B = t0) = hf (t, o1, (1)) =
= (£ o (6") = £(ton ) () 1)+
(P, 0, (00)) = (10, (8) ) (4 = 15).
Zauwazmy ponadto, ze jesli h jest dostatecznie mate, to

£ (£ + 6h, o1, (E+ 6R)) — f(t, 08, (1)) | < % dla 0 €0,1]. (3.8)

Z oszacowania tego wynika, ze

eh

[ion; (¢4 h) = on; (8) = 1 f (8,00, (D) | < 7
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czyli

’s%(t+h) — o, ()
4

e ((N0)| B 69)

Laczac te oszacowania widzimy, ze dla kazdego ¢ i kazdego h mniejszego od pew-
nego hg nastgpujace oszacowanie jest prawdziwe dla kazdego t € (to,to + «)

t+h)— et
‘ o })L wlt) _ f(t, gp(t))‘ <e. (3.10)
Jest to dowdd przejsScia granicznego (3.5). [ |

Jak pokazuje ponizszy przyktad, zalozenie warunku Lipschitza jest istotne dla
uzyskania jednoznaczno$ci rozwigzania. Bez tego zalozenia moze istnie¢ wiele
rozwigzan tego samego zagadnienia poczatkowego.

3.3 Przyklad. Rozwazmy réwnanie

=

T =x3.

Réwnanie to spetnia warunki tw. 3.2, ale nie spetnia zatozen tw. 3.1. Doktadniej:
zatozenia tw. 3.1 sa spelnione wszedzie poza prosta x = 0 i nie sa spetnione na
tej prostej. W efekcie przez kazdy punkty (to,0) przechodza trzy krzywe catkowe
(patrz rys. 3.1):

e1(t) =0,
o) = (B 1) "
est) =~ (2 —19) "
X
__“

Rysunek 3.1: Rézne rozwiazania réwnania z przyktadu 3.3
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3.4 Przyklad. Metoda tamanych Eulera moze by¢ takze prosta metoda znajdo-
wania przyblizonych rozwiazan réwnan rézniczkowych. Jesli przyjmiemy, ze po-
szczegllne chwile czasowe sa jednakowo odlegte, tzn.

to, t1 =tg + At, to = t1 + At = tg + 2A¢L, ..., t; = tg + iAt,
to otrzymamy réwnanie réznicowe
i1 = x; + f(ti, xi) AL, (3.11)

ktére mozna stuzy¢ do obliczania przyblizonego rozwiazania.
WezZzmy jako przyktad réwnanie £ = z. Odpowiadajace mu rownanie réznico-
we (3.11) mozna tatwo rozwiaza¢. Ma ono bowiem postac

Tit1 = 5 + z; At = (1 + At)a;i. (3.12)

Stad ‘

Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego @ = z jest funkcja z(t) = zge’. Jesli
przyjmiemy ¢ = T oraz i takie, ze iAt = T, to zauwazymy, ze (1 + At)t =
(1+ ZATt)Z =(1+ %)’, co jest dobrym przyblizeniem e’ dla duzych .

3.2 Przedluzalnos¢ rozwiazan

Jesli p(t) jest rozwiazaniem lokalnym na pewnym przedziale [to, to + «], to przyj-
mujac t1 = to+ « i p(t1) za nowy warunek poczatkowy, mozna rozwiazaé rozwa-
zane réwnanie na przedziale [t1,t; + o] itd. Analogicznie mozemy konstruowaé
przedtuzenia w lewo, tj. na przedziat [ty — «, to] itd. Powstaje pytanie, jak daleko
mozna to postgpowanie kontynuowaé, czyli jaki moze by¢é maksymalny przedziat
istnienia rozwigzania.

3.5 DEFINICJA. Rozwiqzanie p(t) okreslone na przedziale J C R nazywa sig
rozwiqzaniem wysyconym, jesli nie istnieje przedtuzenie tego rozwiqzania na prze-
dziat Jy taki, Ze J jest jego podzbiorem wtasciwym. Przedziat J nazywa sie wtedy
maksymalnym przedziatem istnienia rozwiqzania o(t).

Zajmiemy si¢ teraz zachowaniem rozwigzania wysyconego ¢(t) na brzegu

maksymalnego przedziatu istnienia rozwiazania. Rozpocznijmy od udowodnienia
pomocniczego lematu.

3.6 LEMAT. Niech p(t) bedzie rozwiqzaniem réwnania

i = f(t,x) (3.14)
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w przedziale (a_,a.y), takim Ze (t,p(t)) € Q dla kazdego t € (a—,ay), gdzie
Q jest zhiorem otwartym w R™ VL. Jesli funkcja f(t,x) jest ciagta i ograniczona
na Q, to istniejq granice p(a_ + 0) i p(ay — 0). Jesli funkcja f(t,x) jest ciagta
w punkcie (a_,p(a— + 0)) lub (a4, p(ar — 0)), to rozwiqzanie ¢(t) moze by¢
przedtuzone na przedziat [a_, a4 ) lub (a_, a].

Dowéd. Funkcja ¢(t) spetnia catkowa wersjg rownania (3.14)

o(t) = plto) + / £ (5, 0(5))ds (3.15)

to

dlaa_ < typ < t < ay.Poniewaz f(t,x) jest ograniczona na zbiorze (), wigc
mamy oszacowanie

‘90(752 ’/ ’ X M(tQ _tl)a t1,t2 € (a—>a+)7 t1 < to,

gdzie M = sup ,yeq | f(t, )| Jesli t1,ta — a— + 0, t0 p(t2) — (1) — 0. Wy-
nika stad istnienie granicy ¢(a_ 4 0) (dowdd dla granicy ¢ (a4 — 0) jest podobny).

Jesli funkcja f (¢, x) jest ciagta az do punktu (a4, ¢(ay — 0)), to p(ay) jest
zdefiniowana wzorem (patrz (3.15))

p(ay) = p(to) + /a+ f(s,go(s))ds.

to

Analogicznie dowodzi si¢ przedtuzalnosci na przedziat [a_, a4.). [ |

3.7 TWIERDZENIE. Niech f(t,x) bedzie funkcjq ciagta w zbiorze otwartym
Q C R™FL i niech ©(t) bedzie rozwiqzaniem réwnania (3.14) w pewnym prze-
dziale [to,to + o, takim Ze (t,p(t)) € Q dla kazdego t € [to,to + a. Jesli f(t,x)
Jjest ciggta na Q, to funkcja o(t) moze by¢ przedtuzona, jako rozwiqzanie réwnania
(3.14), do rozwiqzania wysyconego z maksymalnym przedziatem istnienia rozwiq-
zania (w_,wy ). Jesli ciqg punktow {t,} jest zbiezny do jednego z kraricéw prze-
dziatu (w_,w), to cigg {(tn, ¢(tn))} jest zbiezny do brzegu zbioru Q, jesli zbior
Q jest ograniczony. Jesli zbior Q jest nieograniczony, to ciqg punktow (t,, p(t,))
moze by¢ nieograniczony dla t, — wy lubt, — w_.

Dowéd. Niech U C V C V C Q, gdzie U jest zbiorem zwartym a V' jest zbiorem
otwartym ograniczonym. Jesli (tg, z9) € U, to rozwiazanie ¢(t) zaczynajace si¢
w punkcie (g, zp) mozna przedtuzy¢ na przedziat [to,t1], taki ze (t1,(t1)) &
U.Wynikatoztw.3.2za = b = dist(V,0Q) i M = sup( yev |f(t2)]- Z
twierdzenia tego wynika, ze rozwiazanie ¢(t) istnieje na przedziale [to,to + o,
gdzie « zalezy tylko od a, bi M (czyli od zbioru V). Jesli (tg+ o, p(to+«)) € U,
to przyjmujac ten punkt za nowa warto$¢ poczatkowa, przedtuzamy rozwiazanie na
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przedziat [ty, to+2c/] itd. Poniewaz zbidr U jest zwarty, wigc po skoriczonej liczbie
krokéw otrzymamy przedtuzenie na przedziat [to, 1], gdzie (t1, p(t1)) € U.

Zbudujmy teraz pokrycie zbioru ) ciagiem wstgpujacym zbioréw @, otwar-
tych, ograniczonych oraz takich ze Q, C Q,41. Z poprzedniej czesci dowodu
wynika, ze istnieje ciag {¢;} i ciag wskaznikow {n;}, takie ze (t;, ¢(t;)) € Qn, i
(ti, o(ti)) & Qn,_,- Ciag {t;} jest monotoniczny, ma wigc granice. Jesli granica ta
jest +o00, to koniczy to dowdd. Zatézmy wigc, ze ciag t; jest ograniczony z gory.
Wtedy istnieje skoiiczona granica

wt = lim t;.
71— 00
Jesli ciag (t;, ¢(t;)) jest nieograniczony, to daje to czg$¢ tezy twierdzenia.

Jesli ciag (t;, ¢(t;)) jest ograniczony, to zawarty jest on w pewnym zbiorze
zwartym U. Na zbiorze U funkcja f jest ograniczona i mozna zastosowaé le-
mat 3.6. Z lematu tego wynika, ze funkcja ¢(¢) ma granicg ¢(wy — 0). Punkt
(wy,o(wy — 0)) jest punktem brzegowym zbioru Q). Gdyby byt to punkt we-
wnetrzny, to na podstawie lematu 3.6 (w4, p(w;)) bytoby punktem nalezacym
do pewnego Qi, Qr, C Q. Mozna bytoby wiec przedtuzy¢ ¢(t) na przedzial wigk-
szy niz [tg,wy ), co przeczyloby maksymalnosci w, . Podobnie mozna postapi¢ z
przedtuzeniem w lewo do punktu w_.

|

3.3 ZaleznoS$¢ rozwiazania od danych poczatkowych i pa-
rametrow

W tym podrozdziale zbadamy zalezno$¢ rozwiazanie od danych poczatkowych
oraz dodatkowych parametréw. Zalezno$¢ od parametréw oznacza, ze prawa strona
réwnania zalezy od trzech zmiennych f = f(¢,z, A), gdzie ¢ jest zmienna niezalez-
na, x zmienna zalezna, a A jest dodatkowym parametrem. Oznacza to rozwazanie
zagadnienia poczatkowego

'%‘.:f(t7x7)\)7

3.16
x(tg) = o. ©3.16)

Jesli z(t) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.16), to chcac badaé zaleznos¢ tego roz-
wiazania od warunkéw poczatkowych (g, zg) i parametru \, bedziemy traktowali
to rozwiazanie jako funkcje wszystkich tych zmiennych, tj. x(¢) = ¢(t, to, xo, A).
Okazuje sig, ze t¢ 0gdlng sytuacje mozna znacznie uprosci¢. Dokonujac zamia-
ny zmiennych
t—t—1ty, T—x— 2,

mozemy zagadnienie poczatkowe (3.16) sprowadzi¢ do postaci

T = f(t —to,IL’ —xo,)\),

z(0) = 0. G-17)
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W tym zapisie tp i x¢ sa dodatkowymi parametrami funkcji f. Oznacza to, ze
zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych mozna sprowadzi¢ do zaleznosci prawej
strony réwnania od parametru. Mozliwa jest takze operacja odwrotna. Mozemy
potraktowac A jako zmienng zalezna, uzupetniajac zagadnienie (3.16) réwnaniem

A=0,

z warunkiem poczatkowym
Alto) = Ao,

gdzie \g jest ustalong warto$cia parametru A (wybrana dowolnie). Przyjmujac

~(3) (1)

otrzymujemy zagadnienie poczatkowe

v =g(ty),
y(to) = vo,

sprowadzajace zalezno$¢ od parametru do zalezno$ci od warunku poczatkowego.

W dalszej czgdci tego podrozdziatu rozpatrujac zalezno$¢ od warunku poczat-
kowego bedziemy zaktadali, ze ¢ jest ustalone a zmienia si¢ tylko xg, czyli warto$é
rozwigzania w chwili poczatkowe;j. To ograniczenie stuzy jedynie uproszczeniu za-
pisu i nie jest istotne. Gtadkos$¢ rozwiazania wzgledem chwili poczatkowej ¢g jest
bowiem taka sama jak gtadkos¢ rozwigzania wzgledem ¢, co wynika natychmiast
z zamiany zmiennych £ — ¢ — {p.

Rozwazania o zalezno$ci rozwiazania od danych poczatkowych i parametrow
poprzedzimy dwoma twierdzeniami dotyczacymi funkcji wielu zmiennych. Mimo
ze twierdzenia te naleza do kursu analizy, przytaczamy je tutaj w sformutowaniu,
ktére bedzie wygodne do bezposredniego zastosowania w dowodach tego podroz-
dziatu. Dowody tych twierdzefi (lub twierdzen podobnych) sa podawane na wykta-
dzie Analizy II.

3.8 TWIERDZENIE. (Twierdzenie o skonczonych przyrostach) Na zwartym
odcinku [a,b] C R dane sq dwie funkcje f: [a,b] — R™ oraz g: [a,b] — R.
Zaktadamy, ze funkcje f i g sq rézniczkowalne w kazdym punkcie odcinka (a,b)
oraz spetnione jest szacowanie

IF @I < g(t), dlat € (a,b).

Wtedy
1£(b) = f(a)]| < g(b) — g(a).
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3.9 TWIERDZENIE. Niech J C R bedzie odcinkiem na prostej (nie koniecznie
ograniczonym) a A C R™ dowolnym podzbiorem w R",

Jesli funkcja 1p: J x A — RF jest ciggtaq funkcjq argumentu t, dlat € J, przy
ustalonym x € A oraz jest ciqgta po x, dla x € A, jednostajnie pot € J, to 1 jest
funkcjq ciqgtq argumentow (t,x) € J x A.

Jesli funkcja 1: J x A — RF jest funkcjq ciagta argumentéw (t,z) € J x A
oraz odcinek J jest zwarty, to 1 (t, x) jest funkcjq ciqglq argumentu x jednostajnie
poteJ.

Po tej powtdrce z analizy przejdziemy do zasadniczego tematu, tj. zalezno-
$ci rozwigzan od warunkéw poczatkowych i parametréw. Zasadnicze twierdzenia
poprzedzimy kilkoma lematami. Ich celem jest wydzielenie z dowodéw pewnych
faktow, ktore opisuja ogdlne wlasnosci rozwiazan réwnan rézniczkowych.

3.10 TWIERDZENIE. (Lemat Gronwalla) Niech na przedziale [0,T] dane be-

dq funkcje rzeczywiste a(t), b(t), u(t), ciqgte na przedziale (0,T'), oraz niech funk-
cja u(t) spetnia nieréwnos¢ catkowq

t
Mﬂga@}b/b@mﬁma diat € [0,T], (3.18)
0
dla b(t) > 0. Wtedy zachodzi oszacowanie

u(t) < al(t) + /Ot a(s)b(s) exp (/St b(T)dT> ds. (3.19)

Jesli dodatkowo funkcja a(t) jest niemalejqca (a(s) < a(t) dla s < t), to otrzymu-
jemy prostsze oszacowanie

u(t) < a(t) exp (/Ot b(T)dT). (3.20)

Dowdd. Niech ¢(t) = exp(— fot b(s)ds). Z prostych rachunkéw i nieréwnosci
(3.18) mamy

00 [ beute)as = b)) (u(t) — [ Hohute)is) < a0
Catkujac t¢ nier6wno$¢ w przedziale [0, ¢] dostajemy

¢@AMW@W<A@@WM@@ (321)

Dzielac te nieréwnos¢ przez ¢(t) oraz dodajac do obu stron a(t) dostajemy nie-
réwnos¢ (3.19).
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Aby otrzymaé nieréwnosé (3.20) wykorzystamy monotoniczno$¢ funkcji a(t)
przy oszacowaniu prawej strony (3.21)

/0 t a(s)b(s)i(('gds < alt) /0 t b(s) exp ( / t b(T)dT) ds =

—a(t) /Ot dis exp (/: b(T)dT) ds = a(t) (exp (/Ot b(s)ds) - 1).

Nieréwnos¢ (3.21) przyjmuje wigc dla niemalejacej funkcji a(t) postac

/Ot b(s)u(s)ds < a(t)(exp (/Ot b(s)ds) - 1).

Po dodaniu a(t) do obu stron tej nieréwnosci dostajemy nieréwnos¢ (3.20). [ |

Prostym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest nieréwnos$¢, ktéra bedzie-
my wielokrotnie wykorzystywacé w dalszych dowodach.

3.11 WNIOSEK. Niech funkcja ciggta u(t) spetnia nieréwnos¢ catkowq

t
u(t) < a+ / (Bu(s) +v)ds, dlat e [0,T), (3.22)
0
gdzie o, 3 iy sq liczbami rzeczywistymi przy czym (3 > 0. Wtedy

ult) < aelt + %(eﬁt -1). (3.23)

Udowodnimy teraz lemat, ktéry stanowi zasadniczy krok w dowodzie ciaglej
zaleznoS$ci rozwiazania od warunkéw poczatkowych oraz prawej strony réwnania.

3.12 LEMAT. Rozwazmy réwnanie
z = f(t,x), (3.24)

gdzie, podobnie jak w tw. 3.1, zaktadamy, Ze funkcja f(t,x): R™TL — R™
Jjest ciggta w zbiorze Q = {(t,x): |t — to] < a,|x — xo| < b}, ograniczona
SUP(¢,zyeq | f ()| = M oraz spetnia w Q warunek Lipschitza wzgledem zmien-
nej T ze statq L.

Niech 1 (t) bedzie rozwiqzaniem réwnania (3.24) z warunkiem poczqtkowym
©1(to) = x1, ktdre istnieje na odcinku J C [to — a, to + a], zawierajacym w swoim
wnetrzu punkt to, oraz spetniajqce warunek (t, o(t)) € Q, dlat € J.

Niech funkcja po(t) bedzie funkcjq klasy C* na odcinku J, spetnia warunki
pa(to) = w2, (t,2(t)) € Qdlat € J, oraz bedzie bliska rozwiqzaniu réwnania
(3.24) w tym sensie, Ze zachodzi dla niej oszacowanie

[2(t) = f(t, p2(t))] < € (3.25)
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dla pewnego € > 0 oraz kazdego t € J.
Wtedy dla kazdego t € J zachodzi oszacowanie

e
lor() = w2(t)]| < flos — walle ) 4+ = (eH70) — 1) (3.26)

Dowéd. Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy tg = O (nie zmniejsza to ogélno-
$ci dowodu, bo warunek taki mozna otrzymaé przez odpowiednig transformacje
zmiennej t). Korzystajac z oszacowania (3.25) oraz faktu, ze funkcja o1 (¢) jest
rozwigzaniem réwnania (3.24) mozemy napisac

[1(2) — @2l S &+ [1f(E,01(2)) = f(E p2(D)) ]I

Poniewaz funkcja f(t, z) spetnia warunek Lipschitza po zmiennej x, ostatnia nie-
réowno$¢ mozna przepisaé w postaci

[1(8) — @2()]| < e+ Llpa(t) — pa(t)]-

Niech ¢(t) = 1 (t) — @2(t). Funkcja ta jest klasy C'! na odcinku .J, bo taka jest z
zatozenia funkcja @o(t), a dla funkcji o1 (¢) wynika to z tw. 3.1. Z twierdzenia 3.8
dostajemy wtedy

le(t) — (O] </0 (e + Lilo(r)]) dr.

Korzystajac z prostego zwiazku ||o(7)|| < [|¢(0)|| + ||¢(7) — ¢(0)|| dostajemy
oszacowanie

le(t) — (0)]| < (6+LH<P(0)H)t+L/O le(7) = (0)l|dr.

Jesli w ostatnim oszacowaniu oznaczymy u(t) = |lp(t) — ¢(0)|| = 0 oraz k =
(e + L[j¢(0)]) > 0, to oszacowanie to przyjmie postac

t
u(t) < kt + L/ u(T)dr.
0
Jest to nieréwnos¢ z wniosku 3.11. Z tego wniosku wynika oszacowanie

l(®) = Ol < (5 + e ) (e ~ 1),

Z tej ostatniej nieréwnos$ci otrzymujemy

5
le@)I < el + llp(t) = e(O)]| < [lp(0)fle™ + z(@“ - 1)‘
Korzystajac z faktu, ze ¢(0) = p1(0) — p2(0) = 21 — 2 dostajemy oszacowanie
z tezy. [ ]

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenie o ciaglej zaleznosci rozwiazania od
warunkow poczatkowych i parametréw.



3.3. ZALEZNOSC ROZWIAZANIA OD DANYCH 45

3.13 TWIERDZENIE. Niech f(t,z,\) bedzie ograniczona i ciggta dla (t,z) €
Jx ACRXR™i\eG CRF gdzie zbiory J x A i G sq otwarte i ograniczone.
Zaktadamy, Ze ty € J oraz funkcja f spetnia po zmiennej x € A warunek Lip-
schitza ze statq L niezalezng od t € J oraz A € G. Wtedy rozwiqgzanie o(t, xo, A\o)
réwnania (3.16) zalezy w sposob ciqgly od punktu (zq, \o).

Dowéd. Na podstawie uwag uczynionych na poczatku tego podrozdziatu zajmie-
my si¢ wylacznie zaleznoScig rozwiazania od danych poczatkowych. Rozpatrywaé
wigc bedziemy réwnania w postaci (3.24).

Niech (¢, u1) bedzie rozwiazaniem réwnania (3.24) z warunkiem poczatko-
wym @(to) = ui, a o(t, ug) rozwiazaniem z warunkiem ¢(to) = ua.

Z lematu 3.12 wynika oszacowanie

lo(t,u1) — p(t,u)| < [Jur — U2H€L(t_t0).

Niech K = sup,¢; el (t=t0) (zatozylismy ograniczono$é przedziatu J, co gwaran-

tuje skonczonos$¢ statej K). Wtedy

ot ur) — @(t,uz)|| < K|lup — usl],

co oznacza, ze rozwiazanie (¢, u) spetnia warunek Lipschitza po warunku poczat-
kowym u ze stala niezalezng od t € J, czyli jest ciagla funkcja warunku poczatko-
wego.

Pokazemy teraz, ze ¢(t, u) jest funkcja ciagta obu argumentéw. Zauwazmy, ze
funkcja ta jest ciagla jako funkcja ¢ przy ustalonym u, co wynika z tw. 3.1. Jesli
teraz ustalimy ¢, to funkcja (¢, u) jest ciagta funkcja u i ciagtosc¢ ta jest jednostajna
pot € J, co wynika ze spetniania warunku Lipschitza po u ze stala niezalezna od
t. Ciagtos¢ to parze argumentéw (¢, u) wynika teraz z tw. 3.9. [ |

Powyzsze twierdzenie mozna udowodni¢ przy nieco stabszych zatozeniach.
Dowdd takiego twierdzenia wymaga w zasadzie powtérzenia dowodu twierdze-
nia Peano dla réznicy funkcji ¢ (t,u1) i ¢(t, uz), dlatego przytaczamy je tu bez
dowodu.

3.14 TWIERDZENIE. Jesli funkcja f(t,x,\) jest ograniczona i ciggta w pew-
nym zbiorze otwartym @), a przez kazdy punkt (to,zg, \o) € Q przechodzi do-
ktadnie jedna krzywa catkowa ¢(t,xo, Ao) réwnania (3.16), to ¢ zalezy w sposéb
ciqgly od punktu (xo, Ao).

Przejdziemy teraz do dowodu gtadkiej zaleznoSci rozwiazania od warunkéw
poczatkowych i parametréw.

3.15 TWIERDZENIE. Niech f(t,z, \) bedzie funkcjq klasy C swoich argumen-
towdla (t,z) € Q C R™M i\ € G C R¥, gdzie zbiory Q i G sq otwarte. Wtedy
rozwiqzanie (t, xo, \) zagadnienia poczatkowego (3.16) jest klasy C* wzgledem
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zmiennych t, xo, A w otwartym zbiorze, na ktérym jest okreslone. Jesli y(t) jest

Op(t,xo,\)
2D

macierzq Jacobiego , to spetnia ona réwnanie

dy  Of(t,z,\) n af (t,x, \)

= 3.27
dt ox Y O G227
Z warunkiem poczqtkowym
8S0 t07 Zo, A
y(to) = (8)\) =0.
Natomiast macierz Jacobiego z(t) = %ﬁ?”\) spetnia rownanie
dz  Of(t,x,\)
_— =" 3.28
dt ar (3:28)
Z warunkiem poczqtkowym
8@(7507 Zo, )‘)
tg)) =——7"7—""""=1
Z( 0) 81‘0 ’

gdzie I jest macierzq identycznosciowg m X m.

Dowéd. Rézniczkowalno$¢ w sposéb ciagly wzgledem ¢ wynika z tw. 3.1 (& jest
funkcja ciagta argumentéw (¢, xo, A), bo jako rozwiazanie réwnania jest réwne
f(@t,p(t,x0), N). Podobnie jak w tw. 3.13 ograniczymy si¢ do rozpatrzenia zalez-
nosci od danych poczatkowych i udowodnimy, ze rozwiazanie jest klasy C! jako
funkcja warunku poczatkowego.

Niech ¢(t, xo) bedzie rozwiazaniem réwnania (3.24) z warunkiem poczatko-
wym p(tg) = g, a ¢(t,u) bedzie rozwiazaniem réwnania (3.24) z warunkiem
poczatkowym ¢(to) = u. WprowadZmy pomocnicza funkcje

w(t) = (t,u) — @(t, z0) — 2(t) - (u — o), (3.29)

gdzie z(t) jest rozwigzaniem réwnania (3.28) z funkcja f niezalezna od \.
Niech B(t,u) = W. Wtedy réwnanie (3.28) mozna zapisaé jako

(t) — B(t,u)z(t) = 0.

Korzystajac z definicji funkcji w(t) oraz réwnania (3.28) obliczmy lewa strone
powyzszej réwnosci dla funkcji w

w(t) — B(t, uwyw(t) =f(t, ot u)) — f(t @(t, z0))
of(t, o(t, zo)) (3.30)

- LA (ot ) — ol 20)).

Prawa strona réwnania (3.30) zeruje si¢ dla © = x¢ a jej pochodna po u wynosi

8f<t7 ¢<t7 u)) o 8f<t7 ¢<t7 .Z'()))
ox Ox ’
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Z wielowymiarowego wzoru Taylora wynika wigc oszacowanie

17t 0)) = 7t ot z0)) — LELETD (04 ) )|

< m||90(t7u) - So(tva)Ha

gdzie

m= su
P ox ox

H Of (t, ap(t,u) — (1 — a)o(t,x0))  Of(t, ¢(t, x0)) H
a€l0,1]

Wynika stad oszacowanie
[(t) = B(t, w)w()[| < mllp(t, u) — @(t, z0)l.

Pokazemy teraz, ze stala m moze by¢é dowolnie mata, jesli u — xg. W tym ce-
or (t’aw(t’u)gg_a)‘p(t’m)) jest ciagla funkcja argumentéw
(t,u, ). Z tw. 3.2 wynika, ze funkcja ta dazy do af(t’gig’xo)), gdy u — xg, jedno-
stajnie po t € J oraz o € [0, 1]. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje wigc stata 7, taka ze
gdy [|¢(t, u) — @(t, zo)|| < 71, to m < e. Mamy wiec oszacowanie

Iu zauwazmy, ze funkcja

[o(t) = Bt w)w(t)|| < ello(t, u) = ¢(t, o), (3.31)

ktore jest prawdziwe dla || (¢, u) —p(t, zo)|| < 7. Poniewaz z lematu 3.12 wynika,
ze przy zatozeniach twierdzenia rozwiazanie jest funkcja lipschitzowska warunku
poczatkowego, to istnieje stala K, taka ze

l(t, u) = @(t; zo) || < Kllu — ol|.
Laczac te oszacowania dostajemy
|lw(t) — B(t,u)w(t)| < eK|lu — xo]|. (3.32)
Zajmiemy si¢ teraz réwnaniem
0(t) = B(t,u)v(t). (3.33)
Prawa strona tego réwnania spetnia warunek Lipschitza ze stala 3

B= sup |B(tu)l,
teJueA

gdzie J jest zwartym odcinkiem zawierajacym w swoim wnetrzu tgp a A = {u:
llu — xo|| < n} jest zwartym otoczeniem punktu xy. Rozwigzaniem réwnania
(3.33) z warunkiem v(tg) = 0 jest oczywiscie funkcja v(¢) = 0. Z drugiej strony
funkcja w(t) spetnia warunek w(tp) = 0, co wynika z jej definicji oraz obserwacji,
ze (tg,u) = u, p(to,xo) = wo a z(tp) = I. Z nieréwnosci (3.32) wynika, ze
funkcja w(t) jest bliska rozwigzaniu réwnania (3.33) w sensie opisanym w lemacie
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3.12. Funkcja ta spetnia takze zatozenia tego lematu. Rozwiazanie v(t) = 0 spetnia
takze zalozenia tego lematu. Z nieréwnosci (3.26) wynika wigc oszacowanie

eBlt—to) _ 1
g

Utlamek po prawej stronie ostatniej nieréwnosci jest jednostajnie ograniczony dla
kazdego t € J. Pozwala to ostatnig nierdwnos¢ zapisa¢ w postaci

[w(®)]| < eKllu — o

lw®) < eK'llu = ol|, dlaflu—xoll <7

czyli
lp(t, u) = @t x0) — 2(t) - (u = zo)|| < eK'||u = xol|.

Poniewaz oszacowanie to jest prawdziwe dla kazdego € > 0, wynika z niego ist-
650(t u) . _ ... .
nienie pochodnej w punkcie u = xy oraz dowodzi, ze jest ona réwna z(t).
Musimy jeszcze pokazaé, 7e (t, u) jest funkcja klasy C'! wzgledem pary argu-
mentéw (¢, u). Na poczatku dowodu zauwazyliSmy, ze pochodna W(t u) jest funk-
cja ciagta argument6w (¢, u), bo jako rozwigzanie réwnania jest rowna f (t, o(t,u))
a f jest z zalozenia ciagta funkcja. W przypadku pochodnej 6‘p(t u) wykazaliSmy,
ze w punkcie u = xg jest ona réwna rozwiazaniu z(t) réwnania (3 28). W otocze-
niu punktu xg prawa strona tego rownania spetnia warunek Lipschitza. Z tw. 3.13
wynika wigc, Ze jest ona ciagla funkcja (¢, u). WykazaliSmy w ten sposéb, ze obie
pochodne czastkowe funkcji ¢(t, u) sa ciagtymi funkcjami pary zmiennych (¢, u),
czyli funkcja (¢, u) jest klasy C'! jako funkcja pary argumentéw. [

3.16 WNIOSEK. Jesli w zatozeniach tw. 3.15 funkcja f(t,z,\) jest klasy C",
gdzie r > 1, to rozwiqzanie ¢(t, xg, \) jest tez klasy C.

Dowéd. Rozumowanie jest identyczne dla kazdej zmiennej, od ktdrej zalezy roz-
wiazanie. Indukcyjny dowdéd przeprowadzimy tylko dla zaleznoSci rozwiazania od
parametru. Zatézmy, ze wniosek jest prawdziwy dla » = s. Pokazemy, ze jesli
f(t,z,\) jest klasy C**1, to rozwiazanie jest tez tej klasy. Rézniczkujemy réwna-
nie (3.16) s razy po A i otrzymujemy réwnanie, dla ktérego spetnione sa zatozenia
tw. 3.15, czyli jego rozwiazanie jest klasy C'!. Skoro s-ta pochodna jest klasy C'!,
to rozwiazanie réwnania (3.16), podobnie jak funkcja f(t,x, \), jest r6zniczko-
walne w sposéb ciagly s + 1 razy. [ |

3.17 Przyklad. Dane jest zagadnienie Cauchy’ego
@ =px? +2t, z(0)=p—1.

. . . : ox
Nalezy znaleZ¢ pochodna rozwiazania wzgledem parametru —

op

pu=0
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Sprowadzamy problem do réwnania, w ktérym zalezna od parametru jest tylko
prawa strona rownania. W tym celu wprowadzamy nowa zmienna zalezng y = x —
1+ 1. Rozpatrywane zagadnienie Cauchy’ego redukuje si¢ teraz do nastgpujacego

g = py® + 20y + 2t + i — 2%+, y(0) = 0. (3.34)
Zgodnie z tw. 3.15 dostajemy réwnanie
s= 2uy +2u*)z + (v + 4uy + 3p® — 4+ 1).

Réwnanie to rozwigzujemy standardowa metoda dla réwnan liniowych. Najpierw
znajdujemy rozwigzanie réwnania jednorodnego

2(t) = cexp(/ot@uy + 2/,L2)d3),

a nastgpnie uzmienniamy stata otrzymujac (korzystamy z warunku poczatkowego
z(0) = 0)

t s
c(t) = / exp(— / (2py + 2u2)d7) (y2 + dpy + 3u® — 4y + 1)ds.
0 0

Stad

t
z(t) = exp (/ (2uy + 2M2)ds> X
0
t S
/ exp(— / (2uy + 2/,L2)d7) (42 + dpy + 3p2 — dp + 1)ds =
0 0

t t
/ exp (/ (2py + 2u2)d7) (y? + 4py + 3u® — 4p + 1)ds.
0 s

Zauwazmy, ze dla ;1 = 0 réwnanie (3.34) ma rozwiazanie y = 2. Wykorzystujac
to rozwigzanie dostajemy po przejsciu granicznym

t
1
lim 2(¢) = / (s* + 1)ds = —t° +t.
pu—0 0 )

. . _ Oy _ 8z _ .
Poniewaz z = o = oy 1, wiec

oz
o

1
=t +t+1.
AR

u=0
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3.4 Twierdzenie o prostowaniu

Twierdzenie, ktére ponizej przedstawiamy, jest wlasciwie prostym wnioskiem z
tw. 3.15. Jest ono jednak wazne, poniewaz daje geometryczny opis lokalnego za-
chowania krzywych catkowych. Z twierdzenia tego wynika, ze krzywe catkowe
réwnania rézniczkowego sa lokalnie réwnolegle wzgledem siebie, tzn. przez od-
powiedni dyfeomorfizm mozna je zamieni¢ na rodzing prostych réwnolegtych. Ta
wlasnos¢ sprawia, ze twierdzenie to nazywa si¢ twierdzeniem o lokalnym pro-
stowaniu krzywych catkowych pola wektorowego.

3.18 TWIERDZENIE. W zbiorze otwartym QQ C R™*! dane jest réwnanie
T = f(t,x) (3.35)

z funkcjq f klasy C",r > 1. Niech (to, xo) € Q. Istnieje wtedy V, (to,x9) € V C
Q oraz dyfeomorfizm klasy C” g: V. — W, gdzie W jest obszarem w R™ 1 o tej
wlasnosci, ze jesli (s,u1, ..., uy) jest lokalnym uktadem wspotrzednych w W, to
g przeprowadza rownanie (3.35) w rownanie

du
£—0.

Dowéd. Niech ¢(t,tg, p) bedzie rozwiazaniem réwnania (3.35) z warunkiem po-
czatkowym z(tg) = xo = p. Naszym celem jest zadanie przeksztalcenia, ktére
krzywa catkowa p(t,to, p) przeksztatci na prosta u(s) = p. Odwzorowanie to ta-
twiej jest zapisa¢ w formie funkcji odwrotnej (utozsamienie zmiennych ¢ i s wyni-
ka z faktu, ze s opisuje zmiang ¢t wzdtuz krzywej catkowej (¢, tg, p))

g_l(t7p> = (tv (P(ta t07p)) (336)

Z wniosku 3.16 wynika, ze g jest odwzorowaniem klasy C". Jakobian odwzorowa-
nia (3.36) w punkcie (to, p) jest rézny od zera, czyli g jest dyfeomorfizmem klasy
C". Pokazemy teraz, ze odwzorowanie g przeprowadza pole wektorowe [1, f(¢, )]
na pole [1, 0]. Wynika to z faktu, ze jesli g przeprowadza krzywe (¢, to, p) na pro-
ste u(s) = p, to wektory styczne do jednej rodziny krzywych sa przeprowadzane
na wektory styczne do drugiej rodziny. Mozemy wigc powiedzieé, ze dyfeomor-
fizm g przeprowadza réwnanie (3.35), ktéremu odpowiada pole [1, f (¢, x)], w réw-

nanie %f = 0, ktéremu odpowiada pola wektorowego [1, 0]. ]



Rozdzial 4

Uklady réwnan liniowych

4.1 Ogolne uklady pierwszego rzedu

W rozdziale tym bedziemy si¢ zajmowaé uktadami réwnan liniowych. Gtéwna
uwage poswiecimy zagadnieniom poczatkowym dla uktadéw pierwszego rzgdu

&= A(t)z + f(t), @.1)
x(to) = xo. 4.2)

W réwnaniu (4.1) z(t) jest funkcja o warto$ciach wektorowych w przestrzeni R™

:El(t)
(t) =1
T (t)

Takze funkcja f(t) jest funkcja wektorowa o wartosciach w R™. Natomiast A(t)
jest macierza m x m, A(t) = (a;(t)){%—;-

4.1 TWIERDZENIE. Jesli funkcje A(t) i f(t) sq ciggte dla t € (a,b), to przez
kazdy punkt zbioru QQ = (a,b) x R™ przechodzi doktadnie jedna krzywa catko-
wa réwnania (4.1). Maksymalnym przedziatem istnienia rozwiqzania jest przedziat

(a,b).

Dowod. Istnienie i jednoznaczno$¢ lokalnego rozwiazania wynika z tw. 3.1, bo
A(t)x + f(t) spetnia lokalnie warunek Lipschitza. Nalezy pokazaé, ze otrzymane
rozwiazanie przedtuza si¢ na caty odcinek (a, b). Niech x(t) bedzie rozwiazaniem
przechodzacym przez punkt (tg, x¢). Pokazemy, ze jesli t1 € (a,b), to z(t1) jest
ograniczone. Z calkowej postaci rownania (4.1)

x(t) =x0+ | A(s)z(s)ds+ t f(s)ds

to

51
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wynika oszacowanie

t1 t1
le(t)] < llzoll + K / lx(s)llds + / 1£(s)lds,

gdzie K = supyc(y, 4,1 [|A(t)||. Poniewaz odcinek [to, 1] jest zwarty, wige funkcja
f(t) jest ograniczona dla t € [to, t1] i

t1
\:co|!+/ 1£(s)|lds = ¢ < +o0.
to

Stad
t1
le(t)] < e+ K / o (s)lds.
to

Na podstawie tw. 3.10 otrzymujemy
lz(t)]] < e,

Oznacza to, ze rozwiazanie z(t) jest ograniczone w kazdym punkcie ¢; € (a,b). ®

Podobnie jak w przypadku skalarnym wazna czgdcia analizy jest badanie row-
nania jednorodnego
T = A(t)x. (4.3)

Z tw. 4.1 wynika nastgpujacy wniosek.

4.2 WNIOSEK. Jesli x(t) jest rozwiqzaniem réwnania (4.3) i x(tg) = 0 dla pew-
nego ty € (a,b), to x(t) jest tozsamosciowo réwne zeru.

Dowéd. Funkcja 2:(t) = 0 jest rozwiazaniem réwnania (4.3) przy warunku po-
czatkowym x(t9) = 0. Z jednoznacznosci rozwigzain wynika, ze jest to jedyne
rozwiazanie tego zagadnienia poczatkowego. [ |

4.3 TWIERDZENIE. Rozwiqzania réwnania jednorodnego (4.3) tworzq m-wy-
miarowq przestrzen liniowq E.

Dowéd. Niech F bedzie zbiorem wszystkich rozwiazaé réwnania (4.3). Niech
x1(t), z2(t) € E. Wtedy

x(t) = c1x1(t) + coxa(t) € E,
bo

x(t) = Cljjl(t) + Cgiz(t) = ClA(t)ﬂZl (t) + CQA(t)aZQ(t) =
= A(t) (011’1 (t) + ngg(t)).
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Wobec tego F jest przestrzenig liniowa. Udowodnimy teraz, ze dim £ = m. Niech
to € (a,b) i zdefiniujmy odwzorowanie

L: z(t) — x(tg) = 0 € R™.
Odwzorowanie to jest liniowe

L(clccl(t) + ngg(t)) = ClL(l’l (t)) + CQL(H,’Q(t))

i odwzorowuje £ w R™. Odwzorowanie to jest izomorfizmem. W tym celu za-
uwazmy, ze jesli ustalimy xg € R, to istnieje rozwigzanie rownania (4.3) z wa-
runkiem z(tp) = xo. Wynika to z tw. 4.1. Odwzorowanie L jest wigc ,,na”. Odwzo-
rowanie L jest tez wzajemnie jednoznaczne. W tym celu wystarczy zauwazyc¢, ze
jesli z(tp) = 0, to x(t) jest funkcja tozsamosciowo réwna zeru, co wynika z wnio-
sku 4.2. [ |

4.4 WNIOSEK. Jesli xz.(t) jest rozwiqzaniem szczegdlnym réwnania niejedno-
rodnego (4.1), a wektory x;(t), i = 1,...,m, sq bazq przestrzeni E rozwiqzan
rownania jednorodnego, to rozwiqzanie ogolne réwnania niejednorodnego ma po-
stac

z(t) = x(t) + c1x1(t) + -+ - + cmam(t),
gdzie c; € R.

Dowéd. Jesli z.(t) i x(t) sa dwoma réznymi rozwigzaniami réwnania (4.1), to ich
réznica x.(t) — x(t) jest, jak fatwo zauwazy¢, rozwiazaniem rownania (4.3). ®

Rozwazmy baze¢ przestrzeni rozwigzaé réwnania (4.3). Baza ta sklada si¢ zm
funkcji: x1(t), x2(t), . .., xm(t). Z funkcji z;(¢), i = 1,..., m, tworzymy macierz
X (t), tak aby kolejne wektory x;(t) tworzyly kolumny macierzy X (¢).

Macierz X (t) spetnia réwnanie

X = A@t)X. (4.4)

Réwnanie (4.4) jest zapisaniem w postaci macierzowej réwnan (4.3) dla wektoréw
€Ty (t) .

4.5 TWIERDZENIE. Niech X (t) bedzie rozwiqzaniem réwnania (4.4) w prze-
dziale (a,b). Zdefiniujmy

A =detX(t)=|"" "7 "
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Dla dowolnych t,ty € (a,b) mamy réwnos¢

A(t) = A(to) exp /t tr A(s)ds, 4.5)

to

gdzie tr A = Y| a;; oznacza Slad macierzy A.

Dowéd. Niech A(t) = (a;;(t))7_; oraz X(t) = () (t))"_,. gdzie (1) jest
j-ta sktadowa wektora x;.
Z prawa rézniczkowania wyznacznika mamy

RN 1 1 1 1

d A) ] TZ ... Ty, P i Ty,
dt : : Do :

m m m M 11 »m

' Ty Ty " Ty Ty,

Dla pojedynczej sktadowej wektora z;(t) réwnanie (4.3) ma postaé

m
J ok
T; = E ajRT; -

k=1

Wykorzystujac t¢ posta¢ réwnania (4.3) dostajemy

1 1 1
ajlzry a1y ... a11T,,
2 2 2
dA(t)— i x5 Ty, N
dt A
m m m
L1 La L,
2! . b
22 2 ... a2
+
AmmZ" AmmTy ... Gmm T

Korzystajac z wtasnoSci wyznacznika ostatnig réwnos$¢ mozna zapisa¢ w postaci

d m
&A(t) = A(t) ; aii(t),

co po scatkowaniu daje teze. [ |

4.6 WNIOSEK. Jesli A(tg) # 0 w pewnym punkcie ty € (a,b), to A(t) # 0 dla
kazdego t € (a,b).
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4.7 DEFINICJA. Macierz kwadratowa X (t) o wymiarze m x m spetniajqca row-
nanie (4.4), dla ktorej A(t) # 0, nazywa si¢ macierzq fundamentalng ukia-
du (4.3). Wektory x1(t), ..., xm(t) bedace kolumnami macierzy fundamentalnej,
nazywajq si¢ fundamentalnym uktadem rozwiqzan réwnania (4.3). Wyznacznik
A(t) nazywa sig wtedy wyznacznikiem Wroriskiego (wroriskianem) uktadu funk-
cjiz1(t),...,zm(t).

Jesli wyznacznik Wronskiego uktadu funkcji x;(t), z2(t), . . ., 2 (t) jest rézny od
zera w pewnym punkcie ¢, to wektory x1(to), z2(to), - - - , Tm/(to) sa liniowo nie-
zalezne. Twierdzenie 4.5 méwi, ze jesli pewien uklad rozwiazan réwnania (4.3)
jest liniowo niezalezny w jednym punkcie ¢y € (a,b), to jest liniowo niezalezny
dla kazdego t € (a,b). Wynika stad tatwy sposéb konstruowania uktadu funda-
mentalnego.

4.8 TWIERDZENIE. KaZzde liniowe rownanie jednorodne ma uktad fundamen-
talny.

Dowéd. Wybieramy m liniowo niezaleznych wektoréw w R™: x1, 29, ..., %y,
1 rozwigzujemy réwnanie
T =A(t)x
z warunkami
x(t()):.%'i, i:l,...,m,

gdzie tg € (a,b).
Otrzymane rozwiazania z;(t) tworza uktad fundamentalny, bo A(tg) # 0
(z liniowej niezaleznosci z;) i A(t) # 0 dla kazdego t € (a,b) z tw. 4.5. ]

Udowodnimy teraz wielowymiarowy wariant metody uzmienniania state;j.

4.9 TWIERDZENIE. Niech bedzie dane zagadnienie poczqtkowe dla réwnania
niejednorodnego (4.1)—(4.2). Rozwiqzaniem tego zagadnienia jest funkcja

¢
z(t) = X ()X (to)zo + X(t) [ X '(s)f(s)ds,
to
gdzie X (t) jest macierzq fundamentalng uktadu (4.3).

Dowéd. Niech z1(t),. ..,z (t) bede uktadem fundamentalnym rozwiazan réw-
nania (4.3). Kazde rozwiazanie tego réwnania mozna zapisa¢ jako kombinacje li-
niowa

z(t) = crx1(t) + - - + cmam(t).

Rozwigzania réwnania (4.1) bedziemy poszukiwaé uzmienniajac state cy, ..., ¢

z(t) = c1(t)x1(t) + ca(t)x2(t) + - - + cm(t)zm(1). (4.6)
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Niech X (t) bedzie macierza fundamentalna, ktérej kolumnami sg wektory x;(t),
oraz

e (1)

Pozwala to zapisa¢ macierzowa posta¢ réwnania (4.6)

Po podstawieniu do réwnania (4.1) otrzymujemy

X()C(t) + X ()C(t) = AX(H)C(t) + f(1).

Poniewaz X (t) jest rozwigzaniem réwnania (4.4), to powyzsze réwnanie upraszcza
si¢ do nastgpujacego
X(HC@) = f(t).

X (t) jest macierza nieosobliwa, istnieje wigc X ~!(¢) i ostatnie réwnanie mozna
zapisac jako

C(t) = X1 () f ().
Calkujac to réwnanie otrzymujemy
t
C(t)=Clto) + | X7'(s)f(s)ds.
to

Jesli ma by¢ spelniony warunek poczatkowy, to
X(to)C(to) = X,

co daje
C(to) = X~ (to)o.
Ostatecznie C'(t) dana jest wzorem
¢
C(t) =X to)xo+ | X(s)f(s)ds.
to

Wstawiajac to wyrazenie do macierzowej wersji réwnania (4.6) otrzymujemy teze.
|

4.2 Uklady o stalych wspétczynnikach

Poniewaz brak jest ogélnych metod catkowania uktadéw o zmiennych wspdtczyn-
nikach, zajmiemy si¢ uktadami pierwszego rzgdu o statych wspétczynnikach. Dla
uktadow takich istnieja skuteczne metody znajdowania rozwiazan.
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Twierdzenie 4.9 daje nam analityczny wzor na rozwiazanie réwnania niejedno-
rodnego, kiedy znany jest uktad fundamentalny rozwiazafn réwnania jednorodnego.
Wystarczy wigc ograniczy¢ si¢ do analizy uktadéw jednorodnych

i = R, 4.7)
l‘(to) = 2o, (48)

gdzie R jest stalg macierza o wymiarze m X m.

Gdyby réwnanie (4.7) byto réwnaniem skalarnym, to rozwigzaniem zagadnie-
nia poczatkowego (4.7) —(4.8) bytaby funkcja z(t) = zoelilt—to), Pokazemy, ze w
przypadku wektorowym prawdziwy jest analogiczny wzdr, jesli tylko zdefiniujemy
funkcje e dla macierzy.

4.10 DEFINICJA. Jesli A jest macierzq kwadratowq m x m, to e® definiujemy
jako sume szeregu

1 1 1
AT +AF A2 A3 AT (4.9)
2! 3! n!

gdzie A" oznacza n-krotne mnozenie macierzy A przez siebie.

Szereg (4.9) jest zbiezny jako szereg majoryzowany przez szereg

1 1

1+K+fK2+...+fKn+...:eK7
2! n!

gdzie K = ||A]|.

4.11 Przyklad. Obliczymy e dla macierzy
110
A=1(10 1 0
0 0 2
Aby nie liczy¢ sumy nieskonczonego szeregu, roztozymy macierz A na sumg dwéch
macierzy
010
, B=10 0 0
000
Poniewaz iloczyn Ap B jest przemienny, tzn. Ap B = BAp, wigc ze wzoru (4.9)
wynika, ze

e = AptB — cADB
Latwo zauwazy¢, ze
e 0 O
=10 e 0
0 0 ¢
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Macierz B jest macierzg nilpotentna i jej kwadrat jest macierza zerowa

010 000
B=|(0o 0 o], B2=|0 0 0],
000 000
wiec
110
eB=1+B=[0 1 0
0 1
Ostatecznie
e 0
eA=edreB — [0 e 0
0 0 €2

4.12 Przyklad. Pokazemy, ze przemienno$¢ iloczynu macierzy Ap i B w po-
przednim przyktadzie jest istotna.
Rozwazmy dwie macierze Ai B

-(10). 5= )

Obliczmy A™ i B"
A% = (2 (1)) —A i A"=A,
B? = <8 D:B i B"=B
Wobec tego

a stad
t
At Bt _ 1 e —1
ce = <et—1 2e2f—2et+1)'

Tymczasem

01

avp=(] )

skad

(A+B)? = G g)

i exp((A+B )t) musi mie¢ jako sktadowa w lewym gérnym rogu szereg postaci 1+
%t2 + ....Jest jasne, ze suma tego szeregu nie moze by¢ rowna 1, czyli sktadowej
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w lewym gérnym rogu macierzy e4*eBt. W rzeczywistosci exp((A + B)t) jest
bardzo skomplikowanym wyrazeniem, ktérego wszystkie cztery sktadowe sa duzo
bardziej ztozone niz dla macierzy eeB?t,

W przyktadzie tym ucieklismy sie do rozpatrywania macierzy e\, aby tatwiej
bylto zauwazyé, ze wielomian w lewym gérnym rogu macierzy e4t5)t nie daje
si¢ zredukowaé do statej. Prawda jest takze, ze e“ef # e(A*B) ale trudno to
udowodnié bez skomplikowanych rachunkéw.

4.13 TWIERDZENIE. Macierzq fundamentalng rownania (4.7) jest exp(Rt).

Dowéd. Liczymy pochodng macierzy exp(Rt) korzystajac z definicji eksponenty
macierzy

_ = — (7T Rt — R“t — R™" >:

T ﬁ(*’ R TRA R A E
1 1

— 2 — 32 o o o e —

=R Rt B

1 n—1,n—1 _ Rt

Oznacza to, ze X (t) = exp(Rt) spelnia réwnanie

Rntn—l =

1
:RQ+M+5WE+M+

X = RX,

czyli jest macierza fundamentalna. [ |

W przypadku macierzy o zmiennych wspéiczynnikach wzér na macierz fun-
damentalng powinien mie¢ postaé exp ( fg A(s)ds). Niestety, w ogd6lnosci wzor
taki nie jest prawdziwy! Macierze A(s) nie musza by¢ przemienne dla réznych s,
wigc nie mozna poprawnie zdefiniowaé funkcji wyktadniczej od catki z macierzy.
Ten fakt ttumaczy brak analitycznych wzoréw na rozwiazanie uktadéw réwnaf li-
niowych o zmiennych wspdtczynnikach, mimo ze wzor taki istnieje dla jednego
rOéwnania pierwszego rzedu (macierze 1 x 1 sa zawsze przemienne!).

Zajmiemy sig teraz problemem obliczania macierzy exp(Rt). Po pierwsze, mi-
mo ze macierz R jest rzeczywista, bedziemy ja traktowaé jako przeksztalcenie li-
niowe C" — C™. Na mocy twierdzenia Jordana istnieje nieosobliwe przeksztat-
cenie liniowe Q, takie ze Q 'RQ = J, gdzie J jest macierza w kanonicznej
postaci klatkowej Jordana

J 0 ... 0
0 Jy ... 0



60 ROZDZIAE 4. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Kazda z klatek J; jest klatka diagonalna albo klatka postaci

AN 0 0 ... 0
1 ; 0 0
Ji = o 1 XN ... 0], (4.10)

0O 0 0 1 XN
Przestrzen C™ rozpada si¢ na suma prosta przestrzeni H;, ktére sa przestrzeniami
niezmienniczymi dla J, a macierz J ma w H; wektor wtasny x;, odpowiadajacy

wartoSci wlasnej A;.
Wynika z tego, ze

et 0 0
Jot
It 0 e 0
e = .
0 0 e’it
i wystarczy skonstruowaé
J;t
&

Jesli macierz J; jest diagonalna, to ze wzoru (4.9) wynika, ze

eMt 0 . 0
0 e ... 0
oRt —
0 0 ... eMmt

Jedli J; ma postaé (4.10), to rozktadamy J; na sumg
Ji = Nl + Ky,

gdzie k oznacza wymiar przestrzeni niezmienniczej H;. Poniewaz macierze Iy, i
K}, sa przemienne, to

elit — it oKkt
Wystarczy wiec znalezé e+, Pokazemy, ze K, jest macierza nilpotentna. Ponie-
waz K, ma postaé

00 ... 00

1 ... 00
K,=101 ... 00},

00 ... 10

czyli K, zawiera jedynki na pierwszej podprzekatnej, to jasne jest, ze kolejne pote-
gi K}, zawieraja jedynki na kolejnych podprzekatnych. W szczegélnosci (K )" =
0.
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Stad
1 0 O 0
t 1 0 0
Kit _ % t 1 0
A I
i o e b1
Kyt

Korzystajac z postaci e*** mozemy zbudowa¢ exp(.J;t), a nastgpnie exp(Jt). Aby
przej$é do exp(Rt) zauwazmy, ze

R" = QJanl’

gdzie przeksztatcenie () sprowadza R do postaci Jordana. Korzystajac z tej rowno-
$ci, otrzymujemy
exp(Rt) = Qexp(JtH)Q 7 .

Obliczanie macierzy exp(Rt) opisang wyzej metoda wymaga znalezienia trans-
formacji @), co w ogdlnosci nie jest prostym zadaniem. Dlatego tez przedstawimy
sposéb konstrukcji macierzy fundamentalnej, oparty na fakcie, ze spetnia ona réw-
nanie (4.7).

Istota pomystu jest poszukiwanie rozwiazan uktadu (4.7) jako funkcji z(t) =
eMu, gdzie v jest statym wektorem. Podstawiajac te postaé rozwiazania do réwna-
nia (4.7) otrzymujemy

Rv = v,

czyli réwnanie problemu wilasnego dla macierzy R. Rozwiazanie tego problemu
polega na znalezieniu warto$ci wlasnych (i wektorow wiasnych) macierzy R. War-
toSci wilasne sa to pierwiastki wielomianu charakterystycznego

p(A) = det(R — \I), (4.11)

przy czym kazdy pierwiastek wielomianu (4.11) jest warto$cig wlasna macierzy R
i odpowiada mu pewien wektor wtasny. Nie ma jednak jednoznacznej odpowied-
niosci, bo pierwiastki moga by¢ wielokrotne, a odpowiadajace im wartoSci wlasne
moga mie¢ mniejsza krotno$¢, czyli mniejsza liczbg odpowiadajacych im wekto-
row wiasnych.

Przy rozwiazywaniu tego problemu mozemy rozr6zni¢ 3 przypadki.

A) Pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa jednokrotne i rzeczywiste.

Mamy wtedy m pierwiastkow: Ay, Ao, ..., Ay, 1 m odpowiadajacych im wektoréw
wlasnych: vy, vo, ..., vy,. Poniewaz wektory vy, va, . . ., vy, sa liniowo niezalezne,
wigc funkcje

e)‘ltvl, e)‘gtvg, e e’\mtvm “4.12)

tworza bazg przestrzeni rozwiazan réwnania (4.7) i wyznaczaja macierz fundamen-
talng X ().
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B) Pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa jednokrotne, ale zawiera-
ja pierwiastki zespolone. Jesli A jest zespolona warto$cia wlasnag macierzy R a v
odpowiadajacym jej wektorem wtasnym, to funkcja

z(t) = eMo

jest rozwiazaniem zespolonym réwnania (4.7). Poniewaz wielomian charaktery-
styczny ma wspotczynniki rzeczywiste, wigc pierwiastki zespolone wystepuja pa-
rami jako sprzezone liczby zespolone. Niech A\ = a + i3, Ay = «a — i3 beda
taka para wartos$ci wlasnych. Niech v; = u + tw bedzie wektorem wtasnym odpo-
wiadajacym warto$ci wtasnej A1, gdzie u i w sa wektorami rzeczywistymi. Wtedy
wektorem wtasnym odpowiadajacym wartoSci wlasnej Ao jest wektor v = u — jw.
Jesli wiec
z1(t) = eMuy, xo(t) = Moy,

to

z1(t) = %(:L’l(t) + x5(t)) = e (ucos Bt — wsin Bt),

1
2

(4.13)
29(t) (z1(t) — z2(t)) = €™ (w cos Bt + usin Bt)
sa dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami rzeczywistymi réwnania (4.7).

C) Pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa wielokrotne (ograniczymy
si¢ do pierwiastkdw rzeczywistych, wielokrotne pierwiastki zespolone rozwiazuje
si¢ podobnie wykorzystujac fakty znane dla pojedynczych pierwiastkéw zespo-
lonych). Niech wigc )\ bedzie pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego o
krotno$ci ng. Ax jest warto$cia wlasng macierzy R. Zat6zmy, ze A\; ma tylko vy
niezaleznych liniowo wektor6w wiasnych (v < ny). Z algebry liniowej wiadomo,
ze jesli rtwnanie
(R—MI)v=0

ma vy, liniowo niezaleznych rozwigzan, to réwnanie
(R—X\D)*v=0
ma co najmniej v, + 1 liniowo niezaleznych rozwiazafi, a rGwnanie
(R — N\ D)™ty =0

ma co najmniej ny liniowo niezaleznych rozwiazan.

W celu efektywnego znalezienia tych wektoréw zauwazmy, ze dla dowolnego
wektora v funkcja exp(Rt)v jest rozwigzaniem réwnania (4.7). Korzystajac z de-
finicji funkcji wyktadniczej, otrzymujemy rozwinigcie

2
exp(Rt)v = e (’U +t(R—A)v+ %(R — M)+ - ) (4.14)
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Jesli A jest warto$ciag wlasng macierzy R, a v odpowiadajacym jej wektorem wias-
nym, to
(R—A)v=0

i z rozwinigcia (4.14) pozostaje tylko e*wv, ktéra to funkcja, jak juz wiemy, jest
rozwigzaniem réwnania (4.7). Jesli A jest wielokrotnym pierwiastkiem wielomia-
nu charakterystycznego, ale ma niewystarczajaca liczbe wektoréw wilasnych, to
mozemy poszukiwac takich wektorow v, ze

(R— A)v #0,

ale
(R—\)?v=0.

Wtedy w rozwinigciu (4.14) pozostaja tylko dwa pierwsze wyrazy i funkcja
a(t) = M (I +t(R— \))v

bedzie rozwigzaniem réwnania (4.7).
Mozna udowodnié, ze wektory spelniajace warunki

(R—X)v#0, (R—X)*v=0
s liniowo niezalezne od wektoréw, ktére spetniaja warunek
(R—M)v=0.

Wiasnosé ta przenosi si¢ indukcyjnie na wyzsze potegi (R — AI), co gwarantuje
nam mozliwo$¢ znalezienia wystarczajacej liczby liniowo niezaleznych rozwiazan
rownania (4.7).
Na koniec zauwazamy, ze aby z macierzy X (t) otrzymac exp(Rt) nalezy przy-
jac
exp(Rt) = X ()X (0),

poniewaz macierz exp(Rt) w zerze jest macierzg identycznoSciowa.

Ponizsze przyktady ilustruja wszystkie 3 omawiane przypadki pierwiastkéw
wielomianu charakterystycznego.

4.14 Przyklad. Znajdziemy macierz fundamentalna uktadu
& = Rz, (4.15)

gdzie

Znajdujemy wielomian charakterystyczny

p(A) =X =3 x+2=(\—-1)(A—2).
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WartoSciami wlasnymi sa: A\; = 1, A2 = 2. Znajdziemy teraz wektory wlasne
odpowiadajace tym warto§ciom wiasnym.
1) A1 = 1. Szukamy wektora, takiego ze

(R—1)v = <_§ _z) vy = 0.

a-e()

i rozwiazaniem réwnania (4.15) jest funkcja (przyjmujemy ¢ = 1)

21(t) =t (_1) .

2) A2 = 2. Szukamy wektora, takiego ze

Stad

-3 -2
(R—QI)'Ug( 3 2)1)20.

a=e(3)

i otrzymujemy rozwiazanie réwnania (4.15)

2o(t) = € (_g) .

Z rozwiazan x1(t) i x2(t) wyznaczamy macierz fundamentalng
et 262t
X(t)= <_et _3e2t -

4.15 Przyklad. Znajdziemy macierz fundamentalng uktadu

Stad

T = Rz,

gdzie

Znajdujemy wielomian charakterystyczny
pA) =X —dA+5=(\—2—i)(\—2+1).

Warto$ciami wlasnymi sa: A\; = 2 + 4, Ao = 2 — 4.
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Poszukujemy wektora wlasnego dla \;

(R—(2+i))v = (‘i _1> vy = 0.

Wektor ten ma postac (pomijamy stata)

(-0 ()

Ze wzoréw (4.13) otrzymujemy wtedy

o 1 . 0\\ _ ot [cost
z1(t) =e (cost <0 +sint | ) =" \ging )

_ oo 0 . 1 2t Sint
Zo(t) =e ( cost<1> —|—smt<0>) =e <—cost> .

Z z1(t) i z2(t) otrzymujemy macierz fundamentalna
2 2t o
e~ cost e~ sint
X(t) = < o2t 2 ) :

sint —e?!cost

4.16 Przyklad. Znajdziemy macierz fundamentalna uktadu

T = Rz,
gdzie
-4 2 5
R= 6 -1 —6
-8 3 9

Wielomian charakterystyczny ma postaé
p(A) = (A= 1)*(A - 2).

1) Ay = 2. Jest to pierwiastek jednokrotny. Odpowiada mu wektor wtasny

—6 2 ) 1
(R — 2[)111 = 6 -3 —6 v = 0, v = -2
-8 3 7 2

Oznacza to, ze rozwiazanie réwnania (4.7) ma postac

zi(t) =e* | -2
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2) A = 1. Jest to pierwiastek dwukrotny. Najpierw znajdujemy wektory
wlasne

-5 2 5
(R—I)’UQ: 6 —2 —6 ’UQZO.
-8 3 8

Stad otrzymujemy dwa zwiazki na wspotrzedne wektora vo, czyli istnieje tylko
jeden liniowo niezalezny wektor wlasny

Oznacza to, ze funkcja

1
zo(t) =€ |0
1

jest rozwiazaniem réwnania (4.7). Trzeciego liniowo niezaleznego rozwiazania be-
dziemy poszukiwaé w postaci wektora vs, takiego ze

(R—I)’Ug = V9, (4.16)
czyli
-5 2 5 1
(R — I)U3 = 6 —2 —6 V3 = 0
-8 3 8 1

7 rozwiazania tego rOwnania otrzymujemy

1

w

V3 =

@)

Zauwazmy, ze rozwiazanie rownania (4.16) gwarantuje nam, ze (R — I)vs # 0
i(R—1)%v3=0.
Po wstawieniu vz do (4.14) otrzymujemy

1 1 t+1
953(75):et(vg+t(R—I)v3):et< 3| +¢f0 >:6t 3
0 1 t

Macierz fundamentalna ma wigc postaé

e?t et (t+1)ef
X(t)=|—-2e* 0 et
e?t el tet
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4.17 Przyklad. Znajdziemy macierz fundamentalng uktadu

T = Rz,
gdzie
2 1 3
R=10 2 -1
0o 0 2

Wielomian charakterystyczny ma postaé p(A) = —(\ — 2)3. Mamy jeden pierwia-
stek potréjny A = 2. Znajdujemy wektor wlasny, odpowiadajacy A = 2

o 1 3
(R—QI)’Ulz 0 0 -1 111:().
0 0 O

Stad mamy dwa niezalezne réwnania na wspéirzgdne wektora vy. Czyli istnieje
tylko jeden wektor wlasny
1
V1 = 0
0

Otrzymujemy zatem jedno rozwigzanie rownania

zi(t)=€e* |0
0

W celu znalezienia dalszych rozwiazan liniowo niezaleznych poszukujemy wekto-
ra v, takiego ze

(R — 2])’02 = Vi,
czyli
o 1 3 1
0 0 —=1]wva=1]0
0 0 O 0

Rozwiazanie tej réwnosSci wyznacza jeden wektor liniowo niezalezny od v;

0

i rozwiazanie roOwnania rézniczkowego

t
zo(t) = % (v2 + t(R — 2T )v2) = eX(vg +tv)) =€ | 1
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Aby znaleZ¢ trzecie rozwiazanie, poszukujemy wektora vs, takiego ze

(R — 2[)113 = V2,
czyli
0 1 3 0
0 0 -1 V3 = 1
0 0 0 0

Rozwigzaniem tego réwnania, liniowo niezaleznym od v i v, jest

0
V3 =
-1
Stad

t2
23(1) = €2 (u3 +H(R —20)vs + (R - 21)%3)

t2

2t t? 2t 2
=e (’U3—|—t7}2+§1}1>:€ t+3
—1

Wobec tego otrzymujemy macierz fundamentalng

o2t o2t % o2t
Xt)y=1|o0 €* (t+3)e*
0 0 —e?t

4.3 Rownania skalarne wyzszego rzedu
Zajmiemy si¢ teraz skalarnym réwnaniem liniowym rzgdu m
2™ 4 p 1 (02 4y (D) + po(t)z = q(t). (4.17)

Zagadnienie poczatkowe dla tego rownania polega na zadaniu w chwili ¢ wartoSci
funkcji x oraz jej pochodnych do rzgdu m — 1

x(to) = 23, @(te) =2V, ..., 2™ V() =Y . (4.18)

Réwnanie (4.17) z warunkami (4.18) mozna sprowadzié do zagadnienia poczatko-
wego dla uktadu pierwszego rzgdu definiujac nowe zmienne

T = x(k)
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Roéwnanie (4.17) zamienia si¢ wtedy w uktad

Ty = x1,
Ty = w2,
(4.19)
Tm—2 = Tm—1,
Tmo1 = —Ppm-1(t)Tm-_1 — - — po(t)xo + q(1),
a warunki (4.18) staja si¢ warunkami dla uktadu
zp(to) = . (4.20)

Otrzymuje si¢ wtedy zagadnienie poczatkowe dla uktadu réwnafi liniowych rozpa-
trywane w pierwszym podrozdziale tego rozdziatu.

Okazuje sig, ze przy rozpatrywaniu réwnan o statych wspétczynnikach mozna
postgpowanie znane dla ogélnych uktadéw pierwszego rzedu znacznie uproscic.
Niech bedzie dane réwnanie jednorodne rzgdu m o statych wspétczynnikach

2™ 4 a2 44 agd + agr = 0. (4.21)

Roéwnanie to sprowadza si¢ do uktadu pierwszego rzedu

X = RX,
gdzie
x 0 1 0 0
T 0 0 1 0
X = , R = )
: : 1
z(m=1) —ap —ap —ag —Qm—1
Wielomian charakterystyczny macierzy R ma postaé
m—1 ‘
p(A) =det(A\I — R) = A"+ > a; X" (4.22)
i=0

4.18 TWIERDZENIE. Jesli )\ jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego (4.22), 1 < k < m, to funkcje et te?ot, ... tF=1erot sq liniowo
niezaleznymi rozwiqzaniami rownania (4.21).

Dowéd. Jesli \g jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu p(\), to

B dk:flp
T d)\k-1

o) = L (rg) =+

= (Ao) = 0.
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Niech

Operator ten ma nastgpujaca wlasnosé
L(e) = p(A)e.

Aby udowodnié¢ powyzsza réwnosé zadziatajmy operatorem L na funkcje t'e,
1=0,1,...,k—1,

) 81’6)\15 az az
1Ay _ At At
L(t'e )—L< X ) = a)\iL(e ) = B3 (p(N)e™). (4.23)

Stosujac wzor Leibniza do ostatniego wyrazenia w (4.23), otrzymujemy sumg wy-
razOw postaci

- p N .
i—j
t 6)\j(>\)€ , J=0,1,2,...i.
Poniewazdlaj < k—1

dp

—(X) =0

g N0 =0

wiec ‘
L(t'et) = 0.

Funkcje t*eo? sa zatem rozwiazaniami réwnania (4.21). Liniowa niezaleznos¢ tych
funkcji wynika z liniowej niezaleznosci wielomianéw réznych stopni. [ |

4.19 Przyklad. Znajdziemy rozwiazanie ogélne roéwnania
2® — 55 + 64 = 0.
Obliczamy wielomian charakterystyczny
p(A) = X3 = B5A% 44X = A(A — 2)(\ — 3).
Poniewaz pierwiastkami tego wielomianu sg liczby Ay = 0, Ao = 21 A3 = 3, to
rozwiazanie ogélne ma postac
3t

x(t) = c1 + ce® + czet.

4.20 Przyklad. Wahadlem matematycznym nazywamy punkt materialny o ma-
sie m, zawieszony na dlugiej, cienkiej i nierozciagliwej nici. Wykonuje on wahania
wokot najnizej potozonego punktu O, zwanego Srodkiem wahar.

Zatézmy, ze wahadlo wykonuje tylko mate wahania i oznaczmy przez z od-
chylenie od srodka wahan. Aby znaleZ¢ przyspieszenie a wahadla, zauwazmy, ze
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sita dziatajaca na punkt materialny o masie m jest dana przez sktadowa sity ciaze-
nia, styczna do toru wahan (sktadowa prostopadta do niej jest rOwnowazona przez
sprezysto$¢ nici, na ktérej wisi wahadto). Wtedy

ma = —mgsinx,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, z — katem odchylenia wahadta od pionu,
a znak minus przed prawa strong réwnania wystepuje na skutek przeciwnych kie-
runkéw wychylenia i dziatajacej sity. Jesli przyspieszenie wahadla wyrazimy przez
druga pochodng odchylenia z, to otrzymamy

mzZ = —mgsinz.

Zauwazmy, ze jeSli z mierzymy wzdluz tuku, po ktérym porusza si¢ punkt
materialny, to
z=uxl,

gdzie [ jest dlugoScia wahadta. Ostatecznie otrzymamy réwnanie wahadta

. g .
r = ——=Smawx.
l
Jesli interesujemy si¢ tylko matymi drganiami wahadta, to z dobrym przyblizeniem
mozna przyjaé
sinr ~ x.

Mate drgania wahadta daja si¢ wigc opisa réwnaniem
i+ wir =0, (4.24)

gdzie w = g/I.

W przyblizeniu matych odchylen ruch wahadta jest dobrym modelem dla oscy-
latora harmonicznego z jednym stopniem swobody. Réwnanie (4.24) jest réwna-
niem takiego oscylatora. Opisuje ono uktad mechaniczny, w ktérym ruch masy na
prostej (w naszym przypadku masy jednostkowej) odbywa si¢ pod wptywem sity,
ktéra jest proporcjonalna do wychylenia od potozenia réwnowagi (tym potozeniem
jest punk z = 0).

Poniewaz wielomian charakterystyczny dla réwnania (4.24) ma pierwiastki
A1 = i1 Ay = —1, wige z tw. 4.18 wynika rozwigzanie ogdlne

x(t) = ¢1 coswpt + o sin wpt.

Przeksztalcimy to rozwiazanie do innej postaci, korzystajac z nowych statych do-
wolnych
c1 = Acosd, co = Asind.

Wtedy
x(t) = Acos(wot — 9). (4.25)
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Wz6r (4.25) opisuje swobodne drgania o amplitudzie A z czgstotliwoscia wy i prze-
sunigciem fazowym 9.
Podajac warunki poczatkowe dla rownania (4.24)

z(to) = wo, (to) = 1,
ustalamy warto$¢ amplitudy A oraz przesuniecia fazowego 6.

4.21 Przyklad. W poprzednim przyktadzie rozpatrywali§my drgania swobodne
oscylatora harmonicznego. Przeanalizujemy teraz przypadek, gdy ruch masy na
prostej napotyka pewien opor, np. opOr tarcia. Zaktadamy, ze sita oporu jest propor-
cjonalna do predkosci ruchu (taka wiasno$¢ ma sita tarcia). Takie drgania nazywaja
si¢ drganiami tlumionymi (wyjasnienie tej nazwy pojawi si¢ na koricu przykta-
du). Wtedy rownanie (4.24) zamienia si¢ w rOwnanie

i+ 2ki + wiz =0, (4.26)

gdzie 2k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Analiz¢ réwnania (4.26) rozpoczniemy od znalezienia pierwiastkéw wielomia-
nu charakterystycznego
A2+ 2k + wi = 0.

Wyrazaja si¢ one wzorami

A= k4 [k —wd A= —k— [k —

Charakter rozwiazania zalezy od znaku wyrazenia k> — wg.

a) k% — w3 > 0. Oba pierwiastki sa rzeczywiste i ujemne. Rozwigzanie

x(t) = cle)‘lt + 026)\2t

jest zbiezne monotonicznie do zera.

b) k? —w3 = 0. Mamy wéwczas podwdjny pierwiastek rzeczywisty. Rozwia-
zanie ma postac
a:(t) = (Cl + Cgt)efkt.

Rozwiazanie to osigga ekstremum w punkcie

Cy — k‘Cl
t=—"———,
k‘CQ

a nastgpnie monotonicznie dazy do zera.

¢) k2 — w? < 0. Pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa zespolone i
rozwiazanie jest dane wzorem

z(t) = e *(c; cos ut + cosin pt),
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Rysunek 4.1: Zanikajace drgania thtumione

gdzie p = /wi — k2.
Podobnie jak w przypadku drgan swobodnych, wprowadzamy nowe state do-

wolne
c1 = Acosd, co = Asind.

Mozemy wtedy rozwiazanie zapisa¢ w formie
x(t) = Ae ™ cos(ut — 9).

Otrzymujemy wigc rozwiazanie, ktére opisuje drgania z czestotliwoscia p 1 prze-
sunigciem fazowym J, o monotonicznie malejacej amplitudzie Ae™** (rys. 4.1).

Widzimy wigc, ze jesli ruch jest poddany dodatkowej sile oporu, to rozwia-
zanie wyktadniczo maleje z czasem, przy czym wykladnik jest proporcjonalny do
sity oporu. Oznacza to, ze sita oporu ttumi swobodne drgania oscylatora harmo-
nicznego na prostej. Jesli thumienie to jest duze (k > wq), to wychylenie maleje (w
zasadzie monotonicznie) do zera. Jesli thumienie jest mate (k < wy), to otrzymuje-
my drgania o amplitudzie malejacej wyktadniczo.

4.22 Przyklad. Aby uzyskac niezanikajace drgania oscylatora harmonicznego z
tlumieniem, nalezy wprowadzi¢ do réwnania wymuszenie zewngtrzne. Przeanali-
zujemy najciekawszy przypadek, tj. wymuszenia okresowego

B cos wt.

Poniewaz znamy juz rozwiazanie réwnania jednorodnego (4.26), wigc wystarczy
znaleZ¢ szczegblne rozwiazanie rownania niejednorodnego

&+ 2ki + wiz = Bcoswt. (4.27)
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Rozwigzania takiego poszukujemy w postaci
z(t) = ¢1 coswt + ¢ sin wt.

Wstawiajac z(t) do réwnania (4.27) i poréwnujac wspétczynniki przy coswt i
sin wt otrzymujemy

(w? —w2)B 2kwB
g =— , g = .
! 4k2w? + (w? — w3)? > 4k20w? + (w2 — w3)?

Stad

B 9 9 :

2(t) = Py PR ((wg — w?) coswt + 2kw sinwt).
Wprowadzamy przesunigcie fazowe 9, takie ze tgd = @3"%2) Wtedy
0
B
z(t) = cos(wt — 0). (4.28)

VAk2w? + (w2 — w})?

Rozwiazanie réwnania (4.27) ma wigc postaé
B
x(t) = xo(t) cos(wt — 0),

+
VAR2Ww? 4 (w2 — w3)?

gdzie x((t) jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania jednorodnego znalezionym w
przyktadzie 4.21 i jego postac zalezy od relacji migdzy k i wg. Zauwazmy, ze we
wszystkich przypadkach x(t) dazy szybko do zera. Dla duzych wartosci ¢ rozwia-
zanie jest prawie doktadnie réwne z(t), co odpowiada drganiom z czgstotliwoscia
wymuszajaca. Amplituda tych drgaf jest przy tym najwigksza, gdy w% > 2k% a
czestotliwo$¢ wymuszajaca jest rowna

w = \/wg—2k2.

Warto zauwazy¢, ze gdy k& — 0, amplituda drgan dazy do nieskoriczonosci.
Rozpatrzmy ten przypadek szczegétowo. Gdy znika mianownik we wzorze defi-
niujacym z(t), odpowiada to sytuacji braku tlumienia (¢ = 0) i wymuszeniu o
czestotliwosci pokrywajacej si¢ z czgstotliwos$cia drgain wiasnych oscylatora nie-
thumionego (w = wp). Réwnanie (4.27) przyjmuje wéwczas postaé

i+ wixr = B coswol. (4.29)
Rozwiazania szczeg6lnego tego rownania bedziemy poszukiwaé w postaci
z(t) = ert cos wot + cat sin wot.

Po wstawieniu tego wyrazenia do réwnania (4.29) znajdujemy

Bt .
z(t) = % sin wot.
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Oznacza to, ze rozwigzanie ogélne réwnania (4.29) jest dane wzorem

z(t) = Acos(wot — 9) + bt sin wot.
2wy
Sktada si¢ wigc ono z dwdéch drgan o tej samej czgstotliwosSci wy: jednego o statej
amplitudzie A i przesunigciu fazowym J, drugiego o zerowym przesunigciu fazo-
wym i amplitudzie rosnacej liniowo z czasem do nieskoficzonosci. Zjawisko takie
nazywa si¢ rezonansem.

Przypadek braku ttumienia (k = 0), ale czgstotliwo$ci wymuszajacej réznej od
czestotliwosci drgai wlasnych, jest szczegélnym przypadkiem drgan z thumieniem,
a rozwiazanie takiego problemu sktada si¢ z sumy dwéch funkcji periodycznych o
réznych czestotliwosciach. Rezonans jest efektem dazenia réznicy tych czestotli-
wosci do zera.






Rozdziatl 5

Uklady autonomiczne

5.1 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Przedmiotem analizy w tym rozdziale beda uktady réwnan autonomicznych
&= f(z), (5.1

z funkcja f: @ — R™, gdzie @ jest otwartym zbiorem w R™, a f jest funkcja
klasy C.

Ograniczenie analizy do uktadéw autonomicznych nie jest istotne, poniewaz w
roz. 1 pokazaliSmy jak dowolne rownanie nieutonomiczne

i = f(t ), (5.2)

mozna sprowadzi¢ do postaci autonomiczne;.

Analizg uktadu (5.1) rozpoczniemy od badania stabilnosci jego rozwiazan pod
wptywem matych zmian warunkéw poczatkowych. Czgsciowej informacji dostar-
czaja twierdzenia o ciaglej i gladkiej zaleznoS$ci rozwiazania od danych poczat-
kowych. Jednak uzyskane wyniki maja charakter lokalny, tzn. rozwiazanie zalezy
w sposéOb regularny w tym sensie, ze jeSli dokonamy matego zaburzenia w chwili
poczatkowej, to rozwigzanie zmieni si¢ tez mato dla czasu bliskiego chwili za-
burzenia. Ta informacja nic nie méwi o zachowaniu si¢ rozwigzania dla dtugiego
czasu, jesli dokonamy matego zaburzenia.

Zajmiemy si¢ teraz odpowiedzia na pytanie, jakie warunki musza by¢ spet-
nione, aby mate zaburzenie danych poczatkowych powodowalo mata zmiang roz-
wiazania nawet na dlugim odcinku czasu. Rozpoczniemy od definicji stabilnoSci
rozwigzania w sensie Lapunowa. Poniewaz definicja ta jest niemal identyczna dla
uktadéw autonomicznych i nieautonomicznych sformutujemy ja jednocze$nie dla
obu uktadéw.

5.1 DEFINICJA. Niech dany bedzie uktad rownan (5.1) z funkcjq f: Q — R™,
gdzie Q jest otwartym zhiorem w R™, a f jest funkcjq klasy C* (lub uktad (5.2)
z funkcjq f: Q — R™, gdzie Q jest otwartym zbiorem w R™ 1L, a f jest funkcjq

77
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klasy C*). Niech Z(t) bedzie rozwiqzaniem jednego z tych uktadéw w przedziale
[0, +00). Mowimy, Ze rozwiqzanie Z(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla t —
~+00, jesli dla kazdego € > ( istnieje takie to > 0 orazn > 0, Ze kaZde rozwiqzanie
x(t) rownania (5.1) (odpowiednio réwnania (5.2)), takie Ze

|z (t0) — Z(to)| <,
spetnia dla t > to warunek
lx(t) — z(t)] < e.
Jesli dodatkowo

lim |z(t) — 2(t)] = 0,

t—-4o00

to méwimy, Ze rozwiqzanie Z(t) rownania (5.1) (réwnania (5.2)) jest asymptotycz-
nie stabilne.

5.2 Przyklad. Rozwazmy uklad liniowy w R?

- . a B
T =Ax, gdzie A= (—ﬂ a> . (5.3)
. _ 0\ . . : L . . o
Funkcja stata Z(t) = 0 jest rozwigzaniem tego réwnania. Zbadajmy stabilnos¢

tego rozwiazania. Z rozdziatu 4 wiemy, ze rozwigzania réwnania (5.3) maja postaé

x1(t) = e (cy sin Bt + o cos Bt),
x2(t) = e (cy cos Bt — co sin ft).

Jesli a < 0, to |z1(t)| i |z2(t)| sa dowolnie bliskie zeru dla dostatecznie duzych ¢.
Wynika stad, ze Z(t) jest asymptotycznie stabilnym potozeniem réwnowagi dla
a < 0.Jesli a > 0, to |z1(t)] i |x2(t)| oscyluja z amplituda rosnaca jak e, wigc
Z(t) nie jest rozwigzaniem stabilnym.

W przykladzie 5.2 pokazaliSmy sposéb badania stabilnosci skuteczny tylko
wtedy, gdy potrafimy znaleZ¢ rozwiazanie rownania. Obecnie podamy sposéb ba-
dania stabilno$ci rozwiazania bez koniecznosci jego znajdowania. Najpierw zaj-
miemy si¢ przypadkiem réwnan autonomicznych.

Rozwazmy réwnanie (5.1) z funkcja f okreslona na zbiorze (), zawierajacym
poczatek uktadu wspétrzednych oraz spetniajaca warunek f(0) = 0.

5.3 DEFINICJA. Funkcjq Lapunowa dla réwnania (5.1) nazywamy funkcje V ()
klasy C*w Q (V: Q — R), spetniajacq warunki:

1) V(z) 20,

2) V(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
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3) jesli x(t) jest rozwiqzaniem réwnania (5.1), to funkcja ztoZona V(a:(t)) Jest
nierosnqcq funkcjq zmiennej t czyli
d

£V(x(t)) =gradV - f <O0.

5.4 TWIERDZENIE. Niech f bedzie odwzorowaniem okreslonym na zbiorze ot-
wartym @, zawierajqcym poczatek uktadu wspotrzednych. Zaktadamy, ze f jest
klasy C' oraz spetnia warunek f(0) = 0. Jesli dla réwnania (5.1) z odwzorowa-
niem f istnieje funkcja Lapunowa, to rozwiqzanie T(t) = 0 réwnania (5.1) jest
stabilne. Jesli dodatkowo

gradV - f <0 5.4)

dla x € Q\{0}, to rozwiqzanie Z(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne.

Dowéd. Udowodnimy najpierw stabilno$¢ rozwiazania z(t) = 0. Rozwazmy kule
B(e) o srodkach w zerze i promieniach ¢ < ¢ oraz brzegi tych kul, czyli sfery
S(e). Niech g bedzie taki, ze B(ep) C Q. Niech § = min,cg(.) V(z). Z wiasno-
$ci 2) definicji 5.3 wynika, ze § > 0.

Niech U = {z € B(e): V(x) < d}. Z whasnosci 3) definicji 5.3 wynika, ze
rozwigzanie zaczynajace si¢ w punkcie xg € U nie osiagnie brzegu S(e). Ponie-
waz wzdhuz krzywej catkowej funkcja Lapunowa nie ro$nie, wigc biorac zg, takie
ze V(xg) < 6, otrzymamy dla z(t) bedacego rozwiazaniem z warunkiem poczat-
kowym z(0) = zo oszacowanie V (z(t)) < 4, dla kazdego ¢ > 0. Dowodzi to
stabilnosci rozwiazania z(t) = 0.

W celu udowodnienia asymptotycznej stabilnosci tego rozwiazania wystarczy
wykazaé, ze przy wzmocnionych zatozeniach, jesli z:(t) jest rozwiazaniem, to

V(z(t)) — 0, gdy t— +oc. (5.5)

Aby udowodni¢ prawdziwos¢ (5.5) zatézmy, ze istnieje rozwigzanie y(t), dla kt6-
rego V (y(t)) nie dazy do zera. Poniewaz funkcja V (y(t)) jest monotoniczna, wigc
oznacza to, ze V (y(t)) > a > 0dlat > to. Tym samym rozwiazanie |y(t)| > &
dla pewnego €; > 0 oraz t > ty. Z warunku (5.4) wynika istnienie m > 0, takiego

ze J
%V(y(t)) <-m<0

na zewnatrz kuli B(e1), tj. dlat > t,. Stad

V(y(®) = V(y(to)) < —m(t —to),

czyli
V(y(t)) < V(y(to)) — m(t —tg) — —co dla t — +oo.

Jest to sprzeczne z definicja funkcji Lapunowa i dowodzi, ze V (z(t)) — 0 dla
wszystkich rozwiazan réwnania (5.1).
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Z warunku (5.5) wynika zbiezno$¢ z(t) — 0 dlat — +o00. Gdyby tak nie byto,
to istniatoby rozwiazanie y; (t), takie ze dla pewnego 1 > 0 i ciagu {¢,,} praw-
dziwe bytoby oszacowanie €1 < |y1(t,)| < €. Z ciagu {yi(¢,)} mozna wybraé
zbiezny podciag y1(tn,) — yo, gdzie |yo| > €. Stad V(yo) = mo > 0. Z cia-
glosci funkcji V (y) wynika, ze V (y1(ty,)) jest bliskie V(o). Dla dostatecznie
duzych ny, bedzie wige V (y1(ty,)) > 2. Z monotonicznosci funkcji V' na krzy-
wej catkowej y1 (t) wynika, Ze ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich
dostatecznie duzych ¢. To jest jednak sprzeczne z (5.5). [ |

W przypadku réwnan nieautonomicznych (5.2) nalezy dokona¢ pewnych mo-
dyfikacji definicji funkcji Lapunowa, aby twierdzenie analogiczne do tw. 5.4 bylo
prawdziwe.

5.5 DEFINICJA. Funkcja V (t,z) klasy C* na Q = {(t,x): t > to,|z| < b}
nazywa sig funkcjq Lapunowa dla rownania (5.2), jesli:

1) V(t,0) =0dlat >t
2) istnieje funkcja ciggta W (x) okreslona dla |x| < b, taka Ze:

a) W(z) =0,
b) W(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
c) V(t,x) = Wi(x)dlat > to,

3) jesli x(t) jest rozwiqzaniem réwnania (5.2), to

d ov
— = — . < 0.
dtV(t, (t)) 5 +grad, V- f(t,x) <0

5.6 TWIERDZENIE. Niech funkcja f(t,x) w rownaniu (5.2) bedzie ciqgta na
zbiorze Q = {(t,x): t > to,|z| < b} i spetnia warunek

f(t,0) =0 dlat > t.
Jesli dla rownania (5.2) istnieje funkcja Lapunowa spetniajqaca warunki definicji

5.5, to rozwiqzanie T(t) = 0 jest stabilne. Jesli dodatkowo istnieje funkcja W1 (z)
ciggta dla |x| < b, ktdra spetnia warunki a) i b) definicji 5.5 oraz

D, Vo f(t2) < ~Wile) diat >t

to rozwiqzanie T(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne.

Dowdéd tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu tw. 5.4.
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5.7 Przyklad. Dla réwnania z przykladu 5.2 znajdziemy funkcje Lapunowa.
Niech V(x) = 2% + x3. Funkcja ta spetnia warunki 1) i 2) definicji 5.3, nalezy
jedynie sprawdzi¢ warunek 3). Niech wigc x(t) bedzie rozwiazaniem. Wtedy

%v(x(t)) = 2wy (£)i) + 29 (t)d =

= 2z (axy + Bao) + 2xo(— By + axy) = 2a(z? + 23).

Dla a < 0 jest spetniony warunek 3) i funkcja V' (x) = 22 + 23 jest funkcja La-
punowa dla réwnania (5.3). Oznacza to, ze x(t) = 0 jest rozwigzaniem stabilnym.
Co wigcej, % < 0 dla niezerowych rozwiazan, wigc sa spelnione takze warunki
asymptotycznej stabilnosci, tzn. rozwiazanie z:(t) = 0 jest asymptotycznie stabil-
ne.

5.8 Przyklad. Zbadamy stabilno$¢ potozenia réwnowagi dla wahadla z tarciem,
ktérego réwnanie ma postaé

T1 = T2,

To = —wg sinzy — 2kxo. (5.6)

Punkt (0, 0) jest potozeniem réwnowagi dla tego uktadu. (Oczywiscie, potozenia-
mi réwnowagi sa wszystkie punkty o wspétrzednych (n, 0), ich analiza przebiega
analogicznie). Aby zbada¢ stabilnos$¢ rozwiazania (0, 0), tworzymy funkcje Lapu-
nowa
2 L o

V(z1,x2) = wi(1l —coszy) + 522

Poniewaz w? > 0, wigc V (21, 22) = 01 V (21, 22) = 0 tylko jesli 1 = x5 = 0.
Mamy dalej

&V(xl, x9) = wSxQ sinz + 1132(—(,()8 sinz — 2kxy) = —21{::1:% < 0.

Wynika stad, ze punkt (0, 0) jest punktem réwnowagi stabilnej. Zbadanie stabilno-
Sci asymptotycznej wymaga dodatkowej analizy, bo 2kz3 zeruje si¢ we wszystkich
punktach (z1,0). Pokazemy jednak, ze jesli taki punkt lezy na krzywej catkowe;j,
to jest to punkt przegigcia dla funkcji Lapunowa V (z1(t), z2(t)) i funkcja ta jest
Scisle malejaca, czyli punkt (0, 0) jest asymptotycznie stabilny. Rzeczywiscie, jesli
(1(t1),0) lezy na krzywej catkowej i z1(tg) # O (ale jest w bliskim otoczeniu
zera), to z (5.6) otrzymujemy 2 (t1) # 0. Stad, na krzywej catkowej przechodza-
cej przez punkt (x1,0), po obu stronach tego punktu mamy x5(¢) # 0 i funkcja
Lapunowa jest SciSle malejaca dla ¢ # t1, czyli punkt (x1(t1),0) jest jej punktem
przegiecia.

5.2 Potoki i orbity

Zajmiemy sig teraz klasyfikacja zbior6w rozwiazan réwnan autonomicznych. W
tym celu rozwigzania traktujemy jako trajektorie w odpowiedniej przestrzeni topo-
logicznej, czyli pewne podzbiory tej przestrzeni.
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Rozwazmy ponownie réwnanie autonomiczne
&= f(x), (.7

ktérego prawa strona jest funkcja klasy C'* w pewnym zbiorze otwartym @ C R™.
Z zatozenia tego wynika, ze réwnanie (5.7) uzupelnione warunkiem poczatkowym

r(0)=p, peqQ, (5.8)

ma jednoznaczne rozwigzanie w pewnym przedziale (—a, a).
Nastepujacy wniosek wynika bezposrednio z tw. 3.1.

5.9 WNIOSEK. Niech funkcja ¢(t;p), jako funkcja argumentu t, bedzie rozwiq-
zaniem zagadnienia poczatkowego (5.7) — (5.8), okreslonym w zbiorze otwartym
Q C (—a,a) x Q. Funkcja ta spetnia warunki:

1) ¢(0;p) =p,

2) o(t;p) jest ciggta na ,

3) @(t+7;p) = (t;0(T;p)) na Q.

Rozwazmy teraz przestrzefi fazowa M réwnania (5.7) i niech f(x) bedzie
funkcja klasy C'! na M. Wtedy dla kazdego warunku poczatkowego p € M mamy
rozwiazanie (t;p) C M. Zalézmy w dalszym ciagu, ze rozwiazanie ¢(¢; p) moze
by¢ przedtuzone na cata prosta (—oo, 00) z zachowaniem warunku o(¢;p) C M.

Z zatozen na temat funkcji f(x) oraz z tw. 3.15 wynika, Ze istnieje rodzina
dyfeomorfizméw parametryzowana zmienna ¢

g\ M — M,
7z s . t _ .
wyznaczona réwnoscia g'(p) = ¢(t;p).

5.10 DEFINICJA. Potokiem nazywamy pare (M, g*), gdzie M jest przestrzeniq

fazowa, a g*, t € (—o0, ), jest rodzing dyfeomorfizmoéw M, spetniajqcq warunki:
1) gt M — M,
2)gtoraz (¢") " =g~
3) gt+s — gtgs'

Zauwazmy, ze dla rozwigzania réwnania rézniczkowego warunki definicji sa spet-
nione na podstawie tw. 3.15 (gtadka zaleznos¢ od danych poczatkowych) i wniosku
5.9.

t sq roiniczkowalnymi przeksztatceniami M w M,

5.11 DEFINICJA. Trajektoriq albo orbitq punktu p w potoku (M, g') nazywamy
zbior wartosci odwzorowania g'(p), t € (—oo, c0).



5.2. POTOKI I ORBITY 83

5.12 DEFINICJA. Punkt p o tej wtasnosci, ze f(p) = 0 nazywa si¢ punktem
krytycznym albo punktem osobliwym potoku wyznaczonego przez réwnanie (5.7).

Latwo zauwazyC, ze jeSli punkt p jest krytyczny, to jego orbita jest stata
(¢'(p) = p). Stad punkty takie czgsto nazywa si¢ tez punktami stacjonarnymi
(potozeniami réwnowagi).

5.13 Przyklad. Rozwazmy réwnanie & = x, gdzie x = z(t) € R. Orbita punktu
p ma postaé {e'p}, t € (—o0o,00). Jesli p > 0, to orbita ta jest pétprosta (0, 00),
jesli p < 0, to pétprosta (—o0,0), a dla p = 0 orbita jest statym punktem {0}.
Oznacza to, ze punkt p = 0 jest punktem krytycznym.
5.14 Przyklad. Rozwazmy ukiad réwnan

i1 = —xg + 21(1 — 23 — 23),

By = a1 + 29(1 — 23 — 23).
Przez wprowadzenie wspétrzednych biegunowych

x1 =rcosf, xo=rsinb,

powyzszy uktad mozna sprowadzi¢ do postaci

r=r(l—r?), 6=1.

Dla pierwszego réwnania mozna tatwo znalez¢ rozwiazania. Maja one postac

pe’
/p2e2t —p2 +1 |’

czyli orbitami sa: punkt = 0, odcinek (0, 1), punkt r = 1 i p6iprosta (1, 00).
Jesli dotaczymy do tego zalezno$¢ od kata 6, to jako orbity w uktadzie zmiennych
(z1, v9) bedziemy mieli: punkt krytyczny (0, 0), orbitg okresowa 22 +x3 = 1 oraz
orbity otwarte, ktére spiralnie od wewnatrz i od zewnatrz nawijaja si¢ na orbitg
okresowa.

Powyzsze przyktady pokazuja istotne zalety badania rownan w przestrzeni fa-
zowej. Badanie wielkiej liczby oddzielnych rozwiazafh mozna ograniczy¢ do bada-
nia znacznie mniejszej liczby orbit.

5.15 TWIERDZENIE. Przez kaidy punkt przestrzeni fazowej M przechodzi do-
ktadnie jedna orbita.

Dowéd. Niech p1: R — M ips: R — M beda dwoma rozwigzaniami row-
nania (5.7) z r6znymi warunkami poczatkowymi. Zalézmy, ze wyznaczone przez
te rozwiazania orbity maja punkt wspdlny. Oznacza to, ze istnieja takie t; i to,
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ze 1(t1) = ¢a(te). Rozwazmy funkcje oo i funkcje o3 = T %2y, gdzie
T3p(t) = o(t + s). Zauwazmy, ze jesli ¢(t) jest rozwigzaniem réwnania (5.7),
to T%(t) jest tez rozwigzaniem tego réwnania. Mamy bowiem

d, . Cde(t+s)| de(t)
aT o(t) i - ar 1=ty Todt t=tots B
= f(go(to + S)) = f(gp(t + 5)) ‘t:t() = f(TSSD(t)) ‘t:to'

Wynika z tego, ze ¢3 jest rozwigzaniem réwnania (5.7). Poniewaz o (t2) = ¢3(t2),
wigc sa to rozwigzania z tym samym warunkiem poczatkowym. Z jednoznacznosci
wynika, ze @2 = 3. Tak wigc 1 1 @2 opisuja t¢ sama orbite i réznia si¢ tylko
parametryzacja tej orbity zmienng niezalezng t.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze jesli dwie orbity maja chociaz jeden punkt
wspdlny, to sg identyczne. Dowodzi to jednoznaczno$ci wyznaczenia orbity prze-
chodzacej przez dany punkt przestrzeni fazowej. Fakt, ze przez kazdy punkt prze-
strzeni fazowej p przechodzi orbita, wynika z istnienia rozwigzania réwnania (5.7)
z warunkiem z(0) = p. ]

Przejdziemy obecnie do klasyfikowania orbit uktadéw autonomicznych. Oka-
zuje sig, ze z topologicznego punktu widzenia jest bardzo mato orbit istotnie r6z-
nych (wszystkie przypadki sa zilustrowane w przyktadzie 5.14).

5.16 TWIERDZENIE. Niech bedzie dany potok (M, g'), t € (—o0, ), gene-
rowany przez réwnanie autonomiczne (5.7) 7 funkcja f € CY(M). Orbity tego
potoku dzielq sig na trzy kategorie:

1) orbity otwarte, dyfeomorficzne z prostq rzeczywistaq,

2) orbity zamknigte, dyfeomorficzne z okregiem,

3) punkty krytyczne.

Dowéd. Niech pq(t), t € (—a,a), bedzie rozwigzaniem réwnania (5.7), ktére
nie jest typu 1), tj. niech spetnia warunek ¢g(t1) = ¢o(t2) dla pewnych ¢; i to
(ta > t1). Wtedy rozwiazanie to przedtuza si¢ na cala prosta jako rozwigzanie
okresowe p(t + T') = p(t) z okresem T' = to — t1. Jesli zdefiniujmy funkcje

o(t) =po(t1+7) dla t=nT+T,

to funkcja ta jest rozwigzaniem réwnania (5.7) jako przesunigcie rozwiazania g
(patrz dowdd tw. 5.15). Funkcja ta jest okresowa, bo jesli ¢ jest postaci nT" + T,
tot+T = (n+ 1T +71ip(t) = ¢+ T). Pokazemy obecnie, ze funkcja
©(t) jest ciagta. Funkcja ta jest oczywiScie kawatkami ciagta, a jedyne punkty
mogace budzi¢ watpliwosci to punkty n’I’, w ktérych jest ona prawostronnie ciagta.
Pokazemy, ze w tych punktach jest takze ciagta lewostronnie. Niech ciag ¢, bedzie
zbiezny lewostronnie do nT. Wtedy ¢(t,) = wo(t1 + 7o), gdzie ciag 7, dazy
lewostronnie do 7. Z ciagtosci funkcji ¢o wynika, ze @o(t1+70) — po(t1+7T) =
= @p(t2) = ¢o(t1) = @(nT), co dowodzi lewostronnej ciagtosci funkeji ¢ ().
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Jesdli teraz T, T sa dwoma okresami funkcji ¢, to 17 + T5 jest tez okresem,
bo p(t + Ty £ Ts) = (t + T1) = ¢(t). Niech K oznacza zbiér wszystkich
okreséw funkcji ¢(t). Sa dwie mozliwosci. Pierwsza, kiedy zbiér K zawiera ele-
ment najmniejszy 7y > 0. Wtedy o(t + Tp) = ¢(t) oraz ¢(t1) # @(t2), dla
0 < t1 <ty < Tp. Odpowiada to orbicie zamknigtej o okresie 1.

Druga mozliwo$¢, to brak najmniejszego elementu wigkszego od zera w zbio-
rze K, czyli w zbiorze tym sa okresy dowolnie male. Pokazemy obecnie, ze zbidr
okres6w jest domknigty. Niech {7;} bedzie zbieznym ciagiem okreséw. Niech
T = lim;_, o T;. Z ciagtosci funkcji ¢(t) mamy dla kazdego ¢ réwnos¢

p(t+T) = lim ot +T;) = lim o(t) = o(t).

71— 00

Wynika stad, ze w drugim przypadku najmniejszy okres jest réwny zero, czyli
©(t) = ¢(0) dla kazdego t. To oznacza, ze w tym przypadku zbiér K pokrywa si¢
z calq prosta rzeczywista R a rozwiazanie ¢(t) jest punktem krytycznym. [ |

5.3 Klasyfikacja punktow krytycznych ukladéw liniowych
na plaszczyznie

Klasyfikacje punktéw krytycznych uktadéw autonomicznych ograniczymy do ba-
dania dwuwymiarowych uktadéw liniowych o statych wspétczynnikach

T = Ax 5.9)

4o (an a12> _
a1 a2
Jak tatwo zauwazy¢, punkt x = 0 jest punktem krytycznym réwnania (5.9). Jesli
macierz A jest nieosobliwa (det A # 0), to uktad (5.9) nazywa si¢ prostym.
Analizg zachowania si¢ rozwigzan uktadu (5.9) w otoczeniu punktu krytyczne-

go rozpoczniemy od przypadku uktadéw prostych. W celu znalezienia rozwiazan
rozpatrzmy wielomian charakterystyczny macierzy A

Z macierza

p(A) = A% — (tr A)X 4+ det A = 0,

gdzie tr A = a11 + a99 jest §ladem macierzy A. Znajdujemy pierwiastki wielomia-
nu charakterystycznego

1

M=-(trA+VA), Xo=c(trA—VA),

N |
N

gdzie A = (tr A)2 — 4det A. Znajomos¢ pierwiastkéw wielomianu charaktery-
stycznego pozwala znalez¢ postaé kanoniczna macierzy A.
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Przypadek A>0. Macierz A ma wéwczas dwie rozne, rzeczywiste wartosci wia-
sne, a odpowiadajace im wektory wlasne tworza kanoniczna baze przestrzeni R?.
W tej bazie macierz A ma postaé

(MO
=y 4):
Roéwnanie (5.17) sprowadza si¢ wtedy do uktadu

1 = M1,

To = Ao,

ktérego rozwiazania dane sa wzorami

z1(t) = cret, 29(t) = cpe?t.

Przez proste przeksztalcenie otrzymujemy réwnanie orbit w przestrzeni fazo-

wej R?

2y = ca}?™.
Obrazy orbit w otoczeniu punktu krytycznego = = 0 zaleza istotnie od znaku
pierwiastkéw A; i Ao. Ponizej zilustrujemy wszystkie istotnie rézne sytuacje.

Jesli Ay < A1 < 0, to portret fazowy w otoczeniu punktu krytycznego jest
przedstawiony na rys. 5.1. W takiej sytuacji punkt krytyczny = = 0 jest stabilny
(rozwiazania daza do niego, gdy ¢ — oc0). Punkt taki nazywa si¢ wezlem stabil-
nym (przypadek A\; < A2 < 0 jest analogiczny).

Jesli Ay > A; > 0, to otrzymany portret fazowy ma analogiczny ksztalt or-
bit, a jedynie ewolucja na orbitach odbywa si¢ w przeciwnym kierunku (rys. 5.2).
Mamy wtedy do czynienia z wezlem niestabilnym.

Xz

Rysunek 5.1: Wezet stabilny
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X;

Rysunek 5.2: Wezet niestabilny

Jesli pierwiastki A1 i Ao maja przeciwne znaki, \; < 0 < Ao, to otrzymujemy
portret fazowy przedstawiony na rys. 5.3. Punkt krytyczny x = 0 nazywa si¢ wtedy
siodlem. Zwr6émy uwage, ze pétosie wspotrzednych takze sa orbitami, przy czym
po osi Ox1 ewolucja odbywa si¢ do punktu krytycznego, a po osi Oxy od punktu
krytycznego. Juz z tej obserwacji wynika, ze siodlo nie jest punktem stabilnym.

Przypadek A=0. Macierz A ma wéwczas podwdjny pierwiastek wielomianu cha-
rakterystycznego \g. Jesli warto$ci wlasnej A\g odpowiadaja dwa liniowo niezalez-

X

Rysunek 5.3: Siodto
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ne wektory wilasne, to macierz A ma postaé kanoniczng

(X O
(3 D)
Punkt z = 0 nazywa si¢ wtedy wezlem gwiazdzistym. Jesli Ay < 0, to otrzymuje-

my wezet gwiazdzisty stabilny (rys. 5.4), jesli A\g > 0, to mamy wezel gwiazdzisty
niestabilny (rys. 5.5).

Xy

Rysunek 5.4: Wezel gwiazdzisty stabilny

Rysunek 5.5: Wezet gwiaZdzisty niestabilny

Jesli macierz A ma tylko jeden wektor wtasny odpowiadajacy wartoSci wiasne;j
\o, to cata przestrzen R? jest przestrzenia niezmiennicza macierzy A, a jej postacia
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kanoniczna jest klatka Jordana

A= <Af f0> .
Réwnanie (5.9) ma wtedy postaé

Ty = Aoz,

To = 1 + AoTo.

Stad

Aot

Aot
x1 = cre’0, x9 = (co + c1t)e".

W takiej sytuacji punkt = 0 nazywa si¢ wezlem zdegenerowanym. Dla Ay < 0
jest to wezet stabilny (rys. 5.6). Dla A\g > 0 otrzymujemy wezet zdegenerowany
niestabilny (rys. 5.7).

Rysunek 5.6: Wezet zdegenerowany stabilny

Aby mieé lepsze wyobrazenie o ksztalcie orbit w otoczeniu wezta zdegenero-
wanego, rozpatrzmy punkty, w ktérych orbity osiagaja warto$¢ ekstremalna wzgle-
dem zmiennej xo. W takich punktach @9 = 0, czyli x1 = —Agz2 (proste o tym
réwnaniu zaznaczyliSmy linia przerywana na odpowiednich rysunkach).

Przypadek A <0. Mamy wéwczas dwa sprzezone pierwiastki zespolone Ao i Ag. W
zmiennych rzeczywistych macierz A ma postaé¢ kanonicznag

A:(% §>’ B> 0.

Roéwnanie (5.9) sprowadza si¢ do uktadu

j:l = axry — 53327

.i’Q = ,61)1 + axs.
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Rysunek 5.7: Wezetl zdegenerowany niestabilny
Po przejSciu do wspétrzednych biegunowych
xr1 =71cosf, x5 =rsinf
otrzymujemy

T1 =7cos —rfsinfd = arcosf — Brsinb,

B9 = 7sinf + rfcosd = Brecos + arsinb.

Mnozymy te rownania przez cos 6 i sin 6, a nastgpnie dodajemy i odejmujemy je
stronami, skad otrzymujemy

Rozwiazanie ma wigc postaé

r=roe™, 0 =0y+ ft.

Jesli @ < 0, to otrzymujemy portret fazowy, na ktérym orbity sg spiralami
zwijajacymi si¢ do punktu z = 0. Punkt ten nazywa si¢ ogniskiem stabilnym
(rys. 5.8). Jesli a > 0, to otrzymujemy ognisko niestabilne, dla ktérego spirale
wychodza z punktu z = 0 (rys. 5.9).

Dla @ = 0 orbity sa koncentrycznymi okregami (rys. 5.10). Punkt x = 0
nazywa sie wtedy $rodkiem. Srodek jest oczywiscie punktem stabilnym, ale nie
jest on asymptotycznie stabilny — w przeciwieristwie do wszystkich poprzednich
przypadkéw, gdzie stabilnoS¢ bylta jednoczesnie asymptotyczna stabilnoscia.

Obecnie rozpatrzymy sytuacje, kiedy uktad (5.9) nie jest ukladem prostym.
Wtedy det A = 0 i przynajmniej jedna z wartoSci wtasnych macierzy A jest réwna
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X2

Rysunek 5.8: Ognisko stabilne

X 4

sl

Rysunek 5.9: Ognisko niestabilne

zeru. Mozliwe sa wtedy dwa przypadki zalezne od rzgdu macierzy A: rz A = 0,
czyli macierz jest zerowa i kazdy punkt ptaszczyzny jest krytyczny orazrz A = 1.
Pierwszy z tych przypadkéw jest nieciekawy. W drugim przypadku, tzn. kiedy
rz A = 1, istnieje cala prosta (przechodzaca przez punkt x = 0) ztozona z punktéw
krytycznych.

Jesli A > 0, to macierz A ma dwie wartoSci whasne Ay # 01 Ay = 0 oraz

posta¢ kanoniczng
(A0
A= (3 1)

Dla A\; < 0 otrzymujemy portret fazowy, na ktéorym wszystkie punkty osi Oxa
sa punktami krytycznymi i wszystkie sg stabilne, ale nie asymptotycznie stabilne
(rys. 5.11). Dla A; > O portret fazowy jest analogiczny, tylko punkty krytyczne sa
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ah
o

Rysunek 5.10: Srodek

niestabilne.

Jesli A = 0, to zero jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego i macierz A ma forme kanoniczng

00
a=(19)
Otrzymujemy wtedy portret fazowy, na ktérym cata o§ Ox; jest ztozona z punk-

tow krytycznych (rys. 5.12).

X,

A
>

L
L

A

4
]

Rysunek 5.11: Portret fazowy dla uktadu nieprostego, A > 0
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Xa

Rysunek 5.12: Portret fazowy dla uktadu nieprostego, A = 0

Aby rozpatrywac portret fazowy w uktadzie wspétrzednych, w ktérym zostato
napisane réwnanie (5.9), musimy przypomnieé, ze dla macierzy A istnieje prze-
ksztatcenie nieosobliwe (), takie ze Q~' AQ jest macierza w postaci kanonicznej.
Przeksztalcenie () przeprowadza przy tym baze kanoniczng na baze przestrzeni
wyjsciowej. Znaczy to, ze jesli jest dane réwnanie

T = Ax,
ktére w bazie kanonicznej przyjmuje postac

y=Jy,
gdzie J jest forma kanoniczna macierzy A, to

T = Qy.

Kolumny macierzy przeksztalcenia () sa zbudowane z wektoréw bazy kanonicznej,
wyrazonych we wspétrzednych zmiennej x. Aby je znalezé, nalezy skorzystaé z
metod opisanych w roz. 4.

5.17 Przyklad. Znajdziemy portret fazowy uktadu
i = Ax,
7T —4
A= .
(6 =)
Wielomian charakterystyczny ma postac

p(\) = A% — 25,
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Pierwiastkami tego wielomianu sa A\; = —5, Ay = 5. Odpowiadaja im wektory
wlasne
v =[2,1], va=1[1,3].

Poniewaz \; < 0 < Ag, wigc punkt z = 0 jest siodlem. Portret fazowy w zmien-
nych kanonicznych y; s jest pokazany na rys. 5.13.

42

Y

Rysunek 5.13: Portret fazowy w zmiennych kanonicznych dla uktadu z przyktadu
5.17

W zmiennych wyjsciowych o§ Oy przechodzi na o$ o kierunku wektora vy,
a 0§ Oy na o§ o kierunku wektora v. W zmiennych x portret fazowy jest pokazany
narys. 5.14.

Obecnie podsumujemy nasze badania portretéw fazowych uktadéw liniowych
w R2. W analizie portretéw fazowych na ptaszczyZnie wystepuja trzy istotnie rézne
sytuacje:

1) Pierwiastki sa rzeczywiste i odpowiadaja im dwa liniowo niezalezne wektory
wtasne. W tym przypadku uktad réwnan (5.9) separuje si¢ na dwa uklady
jednowymiarowe.

2) Pierwiastki sa zespolone, sprzezone. Gdyby réwnanie (5.9) rozpatrywaé
w przestrzeni zespolonej, wowczas przypadek ten nie r6znitby si¢ od przy-
padku 1). Rozpatrujac go w przestrzeni rzeczywistej, musimy przej$s¢ do
wspotrzednych biegunowych, w ktérych uklad (5.9) separuje si¢ na dwa
uktady jednowymiarowe.

3) Pierwiastek jest podwdjny, rzeczywisty, ale odpowiada mu tylko jeden wek-
tor wtasny. W tym przypadku uktad si¢ nie separuje, a przestrzenia niezmien-
nicza jest cale R2.
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X,
/ / X,

Rysunek 5.14: Portret fazowy w zmiennych wyjSciowych dla uktadu z przyktadu
5.17

Przedstawiona wyzej klasyfikacja zostala dokonana ze wzgledu na postaé ka-
noniczng macierzy A. Przypadek 1) odpowiada macierzy kanonicznej w postaci

diagonalnej. Przypadek 2) odpowiada macierzy diagonalnej w przestrzeni zespo-
—p

o ), o, B € R, w przestrzeni rzeczywistej. Wreszcie

lonej i macierzy postaci (

przypadek 3) odpowiada niediagonalnej klatce Jordana (Alo /\00 ) .

5.4 Punkty krytyczne ukladow nieliniowych

Bedziemy teraz starali si¢ pokazaé, w jakim stopniu prowadzone poprzednio bada-
nia portretéw fazowych uktadéw liniowych o staltych wspéiczynnikach moga by¢
przydatne do badania portretéw fazowych dowolnych uktadéw autonomicznych.

5.18 DEFINICJA. Niech bedq dane dwa potoki (M, g%) i (M, gb) z ta sama prze-
strzeniq fazowaq. Mowimy, ze potoki te sq topologicznie sprzezone, jesli istnieje taki
homeomorfizm przestrzeni fazowej h: M — M, 7e h o gt = g% o h dla kaidego
teR

Aby nieco lepiej zrozumied sens sprzgzenia dwdch potokoéw, zatrzymajmy si¢ jesz-
cze przy uktadach liniowych o statych wspétczynnikach.

5.19 DEFINICJA. Niech w przestrzeni R™ bedzie dane réwnanie
T = Ax

zmacierzq A o statych wspétezynnikach. Niech (R™, et) bedzie potokiem genero-
wanym przez to rownanie. Mowimy, Ze potok ten jest hiperboliczny, jesli wszystkie
wartosci wlasne macierzy A majq niezerowe czesci rzeczywiste.
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Przytoczymy obecnie bez dowodu twierdzenie o topologicznym sprzg¢zeniu
uktad6éw liniowych.

5.20 TWIERDZENIE. Niech bedq dane dwa potoki hiperboliczne (M, et41) oraz
(M, et42). Potoki te sq topologicznie sprzezone, jesli liczby wartosci wiasnych z
dodatniq i ujemnq czesciq rzeczywistq sq takie same dla macierzy Ay i As.

Z twierdzenia 5.20 wynika, ze punkty krytyczne w R? prostych uktadéw liniowych
o statych wspoétczynnikach rozpadaja si¢ na nieréwnowazne topologicznie klasy:

1) punkty krytyczne niestabilne (we¢zty i ogniska niestabilne),
2) siodta,

3) punkty krytyczne stabilne (wezly i ogniska stabilne),

4) punkty odpowiadajace potokom niehiperbolicznym (Srodki).

Przejdziemy teraz do badania punktéw krytycznych uktadéw nieliniowych.
Aby poréwnaé portrety fazowe takich uktadéw z portretami fazowymi uktadéw
liniowych, musimy przeprowadzi¢ linearyzacje.

5.21 DEFINICJA. Niech bedzie dany uktad autonomiczny

= f(x) (5.10)

i niech x = 0 bedzie jego punktem krytycznym. Linearyzacjq uktadu (5.10) w oto-
czeniu punktu x = 0 nazywamy uktad liniowy o statych wspotczynnikach

T = Az, (5.11)
taki Ze uktad (5.10) mozna zapisaé w postaci
& = Az + g(z),
gdzie g(x) jest funkcjq ciggta, ktora spetnia warunek

tim 9@ _
le[—0 ||

Moze si¢ zdarzy¢, ze punkt x = 0 nie jest punktem krytycznym uktadu (5.10), tzn.
f(0) # 0, ale istnieje punkt x, taki ze f(z9) = 0. Wtedy punktem krytycznym jest
punkt x( i linearyzacje nalezy przeprowadzi¢ wokét tego punktu, tzn. przedstawic
uktad (5.10) w postaci

&= Az — xo) + g(z),

gdzie g(z) jest ciagta i spetnia warunek

l9()]

lim =
|z—x0|—0 |J} — .’L'()|
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Z twierdzenia 5.20 mozna si¢ domysli¢, ze uklady nieliniowe dajq si¢ poréw-
nywa¢ z uktadami liniowymi tylko wtedy, gdy odpowiednie potoki liniowe sa hi-
perboliczne.

5.22 DEFINICJA. Punkt krytyczny uktadu autonomicznego (5.10) nazywa sie pro-
stym, jesli otrzymany po linearyzacji uktad jest prosty (det A # 0). Punkt kry-
tyczny nazywa sig hiperbolicznym, jesli otrzymany po linearyzacji uktad generuje
potok hiperboliczny.

5.23 TWIERDZENIE. (Grobmana-Hartmana) Jesli x = 0 jest punktem hiper-
bolicznym uktadu
&= Az + g(x), (5.12)

gdzie g(x) jest klasy C' w otoczeniu zera, g(0) = 0 oraz

L gt

2|0 ||

I

to portret fazowy uktadu (5.12) jest w otoczeniu punktu x = 0 homeomorficzny z
portretem fazowym uktadu zlinearyzowanego

T = Azx.

Nastepujacy przyktad jest klasyczng ilustracja tego, co moze si¢ dzia¢ wokot
punktu niehiperbolicznego.

5.24 Przyklad. Zbadajmy portrety fazowe uktadéw

i = —xg + 21 (2% + 23),
I S (5.13)
To = x1 + x2(x] + 25),
oraz
. 2 2
r1 = —x9 — x1(2] +23),
! 2= @@ +33) (5.14)

By = x — zo(x? + 23).
Oba uktady maja taka sama linearyzacje wokét punktu (0, 0)
T = —T2,
To = T1.
Dla réwnania zlinearyzowanego poczatek uktadu wspétrzednych jest Srodkiem,

czyli punktem niehiperbolicznym. Natomiast po przejsciu do wspétrzednych bie-

gunowych dla uktadu (5.13) otrzymujemy

=1t p=1,
czyli poczatek uktadu wspéirzednych jest ogniskiem niestabilnym. Dla uktadu
(5.14) mamy

P=—rt p=1,

czyli poczatek uktadu wspétrzednych jest ogniskiem stabilnym.
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5.25 Przyklad. W przykladzie tym pokazemy, ze wzmocnienie tezy w tw. 5.23
nie jest mozliwe. Rozwazmy uktad

. I 1)

1=+ ——55—"7
In(a} + 23)172"

. X1

To = To +

In(z? + 23)1/2
Nalezy sklasyfikowaé punkt krytyczny x = (0, 0).
Linearyzacja prowadzi do uktadu
T = 21,
.%"2 = Z9.
Punkt (0, 0) dla uktadu zlinearyzowanego jest weztem niestabilnym (A; = Ay = 1).
Oznacza to, ze punkt ten jest punktem hiperbolicznym i takze dla uktadu nielinio-

wego bedzie punktem krytycznym niestabilnym. Przechodzimy do wspéirzgdnych
biegunowych i sprowadzamy uktad nieliniowy do postaci

Rozwiazaniem tego uktadu sg funkcje

r:cet’ gp:(po—i—hl’t—i—d.

Stad wida¢, ze punkt x = (0, 0) dla uktadu nieliniowego jest ogniskiem niestabil-
nym. R6zny charakter punktu osobliwego dla uktadu nieliniowego i jego lineary-
zacji jest zwiazany z faktem, ze tw. 5.23 gwarantuje tylko ciggto$¢ przeksztalcenia
portretu fazowego réwnania nieliniowego oraz jego linearyzacji.

5.5 Calki pierwsze
5.26 DEFINICJA. Niech bedzie dane réwnanie autonomiczne

i = f(z) (5.15)
z prawq stronq ciqgtq w pewnym zbiorze otwartym Q C R™. Funkcje U(x) okre-

slong w otwartym zbiorze Qo C QQ nazywamy catkq pierwszq niezaleznq od czasu
rownania (5.15), jesli jest ona stata na kazdej krzywej catkowej tego réwnania.

Jesli funkcja U () jest klasy C' w Qg, to warunek statosci na krzywych catkowych
przyjmuje postac

d NOU . = 0U B
%U(x(t)) = ; B i = ; %fi(w) =0. (5.16)
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Calka pierwsza niezalezna od czasu ma te wlasnos¢, ze jej poziomice zawieraja
krzywe catkowe réwnania (5.15). Jesli wigc znamy catke pierwsza U (x), to tatwo
mozna znalez¢ postaé krzywych catkowych, rozwiazujac réwnanie U (x) = const.

W przypadku réwnan nieautonomicznych nalezy wprowadzic nieco inng defi-
nicje calki pierwsze;j.

5.27 DEFINICJA. Niech bedzie dane rownanie
&= f(t,x) (5.17)

z prawq stronq ciqgla w pewnym zbiorze otwartym Q C R™*L Funkcje U(t, x)
okreslong w otwartym zbiorze Qo C Q) nazywamy catkaq pierwszq rownania (5.17),
jesli jest ona stata na kazdej krzywej catkowej tego réwnania.

Jesli z(t) jest rozwiazaniem réwnania (5.17), takim ze (¢, z(t)) € Qo dla t naleza-
cego do przedziatu («, 3), to funkcja U (t, :U(t)) jest niezalezna od t. Jesli funkcja
Ul(t,z) jest klasy C*, to warunek statosci na krzywych catkowych przyjmuje po-
staé

LU ROU . U ROU

d
aV e 0) = G+ 2 grt = 2 g

dt fi(t,z) = 0. (5.18)

5.28 Przyklad. W przypadku uktadéw autonomicznych na ptaszczyznie znalezie-
nie catek pierwszych sprowadza si¢ do jednokrotnego scatkowania pewnego row-
nania skalarnego. Jesli dany jest uktad w R?

i1 = fi(x1, 22),
Ty = fo(x1,12), (5.19)

to mozemy go zamieni¢ na jedno réwnanie

dze  fa(x1,22)
— = 5.20
dey  fi(x1,z2) 620

Zapisujemy to réwnanie w postaci rozniczek
fi(x1, x2)dxs — fo(w1, 2)dx1 = 0.
Jesli powyzsza forma jest r6zniczka zupetna, to rozwigzanie jest postaci
U(x1,z2) = const.

Jesli takie rozwiazanie znajdziemy, to funkcja U(x1,x2) bedzie catka pierwsza
uktadu (5.19). Rzeczywiscie, rézniczkujac U i traktujac xo jako funkcje x; otrzy-
mujemy
dau  oU 90U dxy
dry Oz Owgday
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Z réwnania (5.20) dostajemy

oUu oU
aTclfl(ﬂfla@) + 8762&(371,062) =0,

co zgadza si¢ ze wzorem (5.16).

Z tego co zostalo powiedziane wyzej, jest jasne, ze catkowanie rézniczek zu-
petnych prowadzi do catek pierwszych. Réwnie tatwo mozna znaleZ¢ catke pierw-
sza w przypadku, gdy réwnanie (5.20) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

5.29 Przyklad. Znajdziemy catki pierwsze dla uktadu
T =1 — T1%2,
To = —X9 + T1T2.
Réwnanie (5.20) dla danego uktadu ma postac

dxs T2+ T1T2 acg(xl — 1)

dil'l 1 — 12 N xl(l — .:UQ)‘

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych

()= (2 i

Po scatkowaniu mamy
Inxe —290 =21 —Inzy +c

Skad po przeksztatceniu otrzymujemy

T1e Flxge™ 2 = c.

5.30 Przyklad. Przyktad ten pokazuje, ze calki pierwsze moga by¢ takie same dla
r6znych uktadéw réwnan. Rozwazmy dwa uktady:

{ T = —11, { T1 = —1‘1(1 —.TQ),

i‘g = T2, 1"2 :.132(1—1‘2).

Poszukiwanie catek pierwszych ze wzoru (5.20) prowadzi do identycznego réwna-
nia dla obu uktadéw
da?Q _ T2

dx 1 1 '
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktérego catka ma postaé

Tr1xo = C.

Mamy wigc tg¢ samg rodzing calek pierwszych dla dwu réznych uktadéw. Poniewaz
sa to uktady autonomiczne, wigc krzywe fazowe obu uktadéw leza na poziomicach
tej samej funkcji x1z2 = c.
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Poza pokazanymi wyzej przyktadami znajdowania catek pierwszych dla ukta-
déw autonomicznych na ptaszczyznie trudno jest znaleZ¢ nietrywialne (czyli r6zne
od statych) catki pierwsze. Pewnym wyjatkiem sa problemy wynikajace z mecha-
niki, gdzie istnienie catek pierwszych, nawet dla zagadnien wielowymiarowych,
jest zwiazane ze spelnieniem praw zachowania, takich jak prawo zachowania ener-
gii, prawo zachowania pedu itp.

5.6 Przyklady z dynamiki populacji

Zajmiemy si¢ teraz analiza kilku nieliniowych modeli dynamiki populacji, ktére sa
opisywane uktadami réwnan autonomicznych.

Rozpoczniemy od analizy wzrostu populacji. Wzrost populacji jest zwykle
charakteryzowany przez podanie dwdch liczb: wspoéteczynnika urodzen b oraz
wspoélczynnika zgondéw d. Na tej podstawie mozna napisa¢ réwnanie wzrostu po-
pulacji

T =rx, (5.21)

gdzie » = b — d jest wspélczynnikiem wzrostu populacji. Réwnanie (5.21)
prowadzi do wykladniczego prawa wzrostu

z(t) = zoe",

po raz pierwszy sformutowanego przez Thomasa R. Malthusa w 1798 roku. Gdy-
by wzrostem populacji rzadzito réwnanie (5.21) i wspélczynnik urodzen byt wyz-
szy od wspoélczynnika zgonéw (r > 0), nastgpowalby wyktadniczy przyrost li-
czebnosci populacji. Taki model wzrostu populacji ma zastosowania w dynamice
wzrostu populacji pewnych bakterii. Przede wszystkim jednak model (5.21) okazat
si¢ dobrym modelem rozpadu pierwiastkéw promieniotwérczych (dla tego modelu
b=0,stad r < 0).

Jesli populacja musi egzystowac w okres§lonym Srodowisku, to niemozliwy jest
jej nieograniczony wzrost ze wzgledu na ograniczone zasoby tego Srodowiska. Na-
lezy wigc powtornie przeanalizowaé zatozenia prowadzace do réwnania (5.21). Za-
lozenie, ze liczba nowych urodzeni jest proporcjonalna do liczebnosci populacji,
wydaje si¢ by¢ dos¢ rozsadnym przyblizeniem. Zmodyfikujemy natomiast zatoze-
nie odno$nie wspoétczynnika zgonéw, zaktadajac, ze wspdtczynnik ten nie jest sta-
1y, ale ro$nie wraz z liczebnoscia populacji (efekt Smierci na skutek przeggszczenia
Srodowiska). Zaktadajac, ze d = ax, otrzymujemy réwnanie wzrostu populacji

T =x(b— ax). (5.22)

Roéwnanie to nazywa si¢ rownaniem logistycznym. Opisuje ono do$é wiernie
wzrost pojedynczej populacji w Srodowisku o ograniczonych zasobach, o czym
przekonano si¢, badajac hodowle bakterii.

Réwnanie (5.22) jest rtOwnaniem o zmiennych rozdzielonych i mozna je tatwo
scatkowac. W dalszym ciagu przeprowadzimy jego analiz¢ jakoSciowa.
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Po pierwsze zauwazmy, ze réwnanie (5.22) ma dwa punkty réwnowagi:

Punkt z = 0 odpowiada wyginigciu populacji i jest on punktem réwnowagi nie-
stabilnej (jesli tylko b > 0). Punkt x = g odpowiada asymptotycznie stabilnemu
punktowi réwnowagi. Jest to stan, do ktérego dazy rozwijajaca si¢ populacja i na-
zywany jest pojemnoscia Srodowiska. Portret fazowy dla réwnania logistycznego
pokazany jest na rys. 5.15. Sktada si¢ on z dwoch punktéw krytycznych: niesta-
bilnego x = 0 i stabilnego x = g oraz taczacej te dwa punkty otwartej krzywej
fazowe;j.

0 b/a, X

Rysunek 5.15: Portret fazowy dla réwnania logistycznego

Zajmiemy si¢ teraz Srodowiskiem, w ktérym zyja dwie populacje. Wzrost obu
populacji zalezy wtedy nie tylko od wtasnosci Srodowiska, ale takze od tego, jak
oba gatunki odnosza si¢ do siebie. W ogélnosci moze tu wystgpowaé wiele mo-
deli relacji. W dalszym ciagu zajmiemy si¢ szczegélowo modelowaniem sytuacji,
gdy jeden gatunek, zwany drapieznikiem, zywi si¢ osobnikami drugiego gatun-
ku, zwanego ofiara. Niech x1(t) bedzie liczebnoscia populacji ofiar, a xo(t) —
populacji drapieznikéw. Dla populacji ofiar przyjmiemy prosty model wyktadni-
czego wzrostu. Zmodyfikujemy go jedynie zalozeniem, ze wspéiczynnik zgonéw
jest proporcjonalny do liczebnosci populacji drapieznikéw d = axo (ofiary gina
pozerane przez drapiezniki). W przypadku drapieznikéw zaktadamy, ze wzrost ich
populacji zalezy tylko od ilosci dostarczonego pozywienia, ktéra jest proporcjo-
nalna do liczebnosci ofiar (dx1). Zauwazmy przy tym, ze pewna ilo$¢ pozywienia
(o) jest niezbedna do utrzymania przy zyciu istniejacej populacji i nie prowadzi do
jej wzrostu. W efekcie uzyskujemy uktad rownan

il = (b — CL.TQ)CL‘l,
(5.23)
.%"2 = ((5.%1 — O’)HZQ.

Uktad ten nazywa si¢ ukladem (modelem) Lotki- Volterry i zostat zaproponowa-
ny przez Vito Volterre na podstawie obserwacji populacji ryb w Adriatyku.
Badanie ukfadu (5.23) jest dosy¢ proste. Zauwazmy, ze ma on dwa punkty
krytyczne (0,0) i (§, 2) Punkt (0,0) jest siodltem, a jego separatrysami sg osie
uktadu wspoétrzednych (Sciaganie wzdhuz osi Oz, rozciaganie wzdtuz osi Ox1).
W celu zbadania charakteru punktu (§, 2) nalezy zlinearyzowac uktad w otoczeniu
tego punktu. Niestety, dla uktadu zlinearyzowanego punkt (§, 2) jest Srodkiem, nie
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Rysunek 5.16: Portret fazowy dla uktadu Lotki-Volterry

daje to wigc zadnej informacji o zachowaniu ukladu nieliniowego. Na szczgScie,
mozna tatwo znalez¢ catke pierwsza uktadu (5.23).

Rzeczywiscie, po pomnozeniu pierwszego réwnania przez 9, a drugiego przez a
i dodaniu stronami, otrzymujemy

0% + ato = bdx1 — aows.

b

Analogicznie, po pomnozeniu pierwszego réwnania przez .-, a drugiego przez -

i dodaniu stronami, mamy

o . b .
—d1 + —1&9 = bdx1 — acrs.
1 T2

Z dwéch ostatnich rownafi otrzymujemy

. . o, b .
0t1 + ato = —x1 + —To,
I xI9
czyli
0x1+axo =clnzy +blnxs +c.
Stad
xabe0TeT2 = ¢,

Tak wigc funkcja

o _—béx1,.b,_—ars __

flx1,x2) = aTe x9e = g(z1)h(x2)
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jest catka pierwsza uktadu (5.23). Zauwazmy, ze funkcja f(z1,z2) osiaga mak-
simum w punkcie (%, %) Z faktu tego oraz z ksztattu wykreséw funkcji g(z1)
i h(x2) wynika, ze punkt (§, g) jest Srodkiem takze dla uktadu nieliniowego. Por-
tret fazowy uktadu (5.23) w pierwszej ¢wiartce uktadu wspéirzgdnych sklada sig
wigc z zamknigtych krzywych (rozwigzai okresowych) otaczajacych punkt (5, 2)
(rys. 5.16). Istnienie takich okresowych rozwiazan dla modelu drapieznik-ofiara

zostalo potwierdzone badaniami eksperymentalnymi.



Rozdzial 6

Dwa przyklady z mechaniki

W rozdziale tym przedstawimy proste przyklady rozwiazan réwnan mechaniki
Newtona. Mechanika Newtona zajmuje si¢ badaniem ruchu uktadu punktéw mate-
rialnych w przestrzeni euklidesowej. Opis tego ruchu dany jest przez uktad réwnan
Newtona

i=F(tx, ), 6.1

gdzie x(t) opisuje trajektori¢ ruchu, & jest jego predkoscia a & — przyspieszeniem.
Posta¢ funkcji F' jest elementem definicji rozpatrywanego uktadu mechanicznego.
Do definicji tej nalezy tez podanie obszaru okreslono$ci funkcji F' oraz przestrzeni
fazowej réwnania (6.1). Rozwazania ograniczymy do opisu ruchu jednego punktu
materialnego o jednostkowej masie. Zaktadamy takze, ze funkcja F'(¢,x, ) jest
gtadka funkcja swoich argumentéw (np. jest funkcja klasy C1), co gwarantuje ist-
nienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan uktadu (6.1).

6.1 Uklady zachowawcze z jednym stopniem swobody

Rozpoczniemy od opisu ogélnego modelu m-wymiarowego, pokazujac wlasnosci
ruchu punktu materialnego w calej ogélnosci. Dopiero kiedy bedzie to niezbgdne
dla dalszego prowadzenia wyktadu ograniczymy si¢ do przypadku jednowymiaro-
wego (m = 1).

6.1 DEFINICJA. Uktadem zachowawczym nazywamy ruch punktu materialnego
opisywany réwnaniem rozniczkowym

i=F(x), ze€R™, (6.2)

gdzie sita F(x) jest funkcjq klasy C' w otwartym zbiorze D C R™, dla ktérej
istnieje funkcja U(x), taka Ze

F(z) = —gradU. (6.3)

Site zdefiniowana w ten sposob nazywa sig sitq potencjalng (U nazywane jest po-
tencjatem).

105
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Dla uktadéw zachowawczych mozna zdefiniowaé energie caltkowita uktadu
E =T(&)+ U(x), gdzie T jest energia kinetyczng dana wzorem
2112
I
2
a U(x) energie potencjalng uktadu.
W przypadku jednowymiarowym potencjat U(x) mozna otrzymaé przez cat-
kowanie sity

U(x) =— /90 F(2)dz. (6.4)

Calka w réwnaniu (6.4) zawsze istnieje (przy zatozeniu, ze funkcja F' jest klasy
C1). Oznacza to, 7e kazdy uktad z jednym stopniem swobody jest uktadem zacho-
wawczym.

6.2 TWIERDZENIE. Catkowita energia uktadu E = T + U jest catka pierwsza
rownania (6.2).

Dowéd. Mamy

d(””'c(tw FUG()) = a6+ T = #F() ~ Fla)i =0,

dt 2 dz
Dowodzi to, ze funkcja ,
M 4 Uta)
jest catka pierwsza réwnania (6.2). [ |

Z twierdzenia 6.2 wynika wazny w mechanice wniosek.

6.3 WNIOSEK. (Prawo zachowania energii) Energia catkowita punktu material-
nego poruszajgcego sig zgodnie z rownaniem (6.2), gdzie F(x) jest sitq potencjal-
nq, jest stata w trakcie ruchu.

W dalszym ciagu udowodnimy jeszcze jeden wazny dla opisu ruchu zacho-
wawczego wynik, ktéry jest prawdziwy w dowolnym wymiarze. W tym celu za-
mienimy rownanie (6.2) uktadem réwnan pierwszego rzgdu

T1 = @2,

6.5
jf2 :F(xl) ( )

Zajmiemy si¢ teraz punktami réwnowagi uktadu (6.5). W przestrzeni zmien-
nych (z1,z2) € D x R™ sg to punkty (Z1,0), dla ktérych F(z1) = 0.

6.4 TWIERDZENIE. Jesli w stanie rownowagi uktadu zachowawczego energia
catkowita uktadu osiqga minimum lokalne, to ten stan rownowagi jest stabilny.
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Dowéd. Z tw. 6.2 wiemy, ze energia catkowita uktadu zachowawczego jest cal-
ka pierwsza. W zmiennych (x1,x9) ta catka zapisuje si¢ formuta E(x1,z2) =
llz2l|? + Ul(z1). Jesli punkt (Z1,0) jest punktem réwnowagi i energia catkowita
osiaga w tym punkcie lokalne minimum, to funkcja

V(l‘l, 1‘2) = E(CCl,CL‘Q) — E(ﬂ?l,O)

jest funkcja Lapunowa dla tego polozenia réwnowagi.

Latwo widaé, ze funkcja V' (z1, z2) spetnia warunki definicji 5.3 (oczywiscie
po drobnej modyfikacji, bo w definicji zaktadano, ze badanym rozwiazaniem jest
rozwigzanie zerowe a w naszym przypadku jest to rozwigzanie (Z1,0)). Funkcja
V(x1,x2) jest nieujemna i zeruje si¢ jedynie w punkcie (Z1, 0), bo jest to minimum
lokalne. Aby sprawdzié¢ warunek 3) def. 5.3 obliczamy

ov ov

oz, 2 T@'F(ﬂﬂl):—F(xl)'$2+x2'F(x1):0’

gdzie symbol a-b oznacza iloczyn skalarny w R"". Z tw. 5.4 wynika, ze rozwiazanie
(Z1,0) jest stabilne. [ ]

Obecnie zajmiemy si¢ jedynie jednowymiarowym uktadem (6.2) lub réwno-
waznie uktadem (6.5). Dla tego ukladu przestrzenia fazowa jest D x R, gdzie D
jest otwartym odcinkiem (by¢ moze nieograniczonym) w R.

6.5 TWIERDZENIE. Dla uktadu z jednym stopniem swobody poziomice energii
catkowitej sq gtadkimi krzywymi w otoczeniu kazdego swojego punktu z wyjatkiem
punktu rownowagi.

Dowéd. Poziomica energii jest zbiorem {(z1,z2): E(x1,22) = 23/2 + U(z1) =
Ey}, gdzie Ej jest stata. Pochodne czastkowe funkcji E' dane sg wzorami

OE OE

-  =_F _— = .
axl (xl)’ 81‘2 T2

Jesli punkt (21, z2) nie jest potozeniem réwnowagi, to nie sa spetnione jednocze-
$nie réwnania

F(z1) =0 oraz zo =0.
Wynika stad, ze przynajmniej jedna pochodna czastkowa funkcji £ w punkcie
(21, x2) jest rézna od zera. Z tw. o funkcji uwiktanej wynika wtedy istnienie gtad-
kiej funkcji 1 = ZL‘1($2) lub zo = {L‘Q(ﬂj‘l). |

Zajmiemy si¢ teraz szczeg6étowo badaniem poziomic energii. Zalozymy przy
tym, ze potencjal U(z1) jest funkcja klasy C? na catej prostej R. Przypomnijmy,
ze punkt xo nazywa si¢ punktem krytycznym funkcji jednej zmiennej f(z), jesli
f'(xp) = 0. Zajmiemy si¢ na poczatku poziomicami energii z3/2 + U(z1) = Ej
dla warto$ci energii Ej, ktore nie sa réwne wartosci potencjatu U w zadnym punk-
cie krytycznym tego potencjatu (nie sa warto§ciami krytycznymi potencjatu). Z
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gtadkosci potencjatu wynika, ze zbiér {z1: U(x1) < Ey} sktada sig z przeliczalnej
liczby roztacznych odcinkéw. Skrajne z tych odcinkéw moga by¢ rozciagajacymi
si¢ do nieskorniczonoSci pétprostymi, moze tez si¢ zdarzy¢, ze caty zbidr pokrywa
si¢ z prosta rzeczywistg R.

Przeanalizujmy jak wyglada poziomica energii dla jednego z odcinkéw ogra-
niczonych [a, b]. Na odcinku tym mamy U (a) = U(b) = Ey oraz U(x1) < Ey dla
z1 € (a,b).

6.6 TWIERDZENIE. Jesli odcinek [a,b] jest ograniczony, U(a) = U(b) = Ey,
U'(a) <0,U'(b) >0iU(x1) < Ep dla z; € (a,b), to réwnanie

2

T

?2+U($1) =FEy, x € [a,b],

definiuje zamknietq krzywq gtadkq na plaszczyznie R? bedacq krzywq fazowq réw-
nania (6.2).

Dowéd. Z prawa zachowania energii wynika, ze znalezienie rozwigzania rwnania
(6.2) w przypadku uktadu z jednym stopniem swobody sprowadza si¢ do scatko-
wania rownania o rozdzielonych zmiennych

& = +v/2(E, — U(x)). (6.6)

Niech (z1,x2) lezy na rozwazanej poziomicy i niech xo > 0. Niech ¢(t) bedzie
rozwigzanie réwnania (6.2) z warunkiem poczatkowym ¢(tg) = x1, ¢(tg) = 2.
Z réwnania (6.6) otrzymamy wtedy zwigzek

o(t) dz
t—ty = / .
o1 V2(Eo—U(2))
Aby przekona¢ si¢ jak daleko mozna przedtuzy¢ to lokalne rozwigzanie, policzmy
czas jaki jest potrzebny, aby trajektoria przeszta z punktu a do punktu b

b

r_ / dz . 6.7)
2 Jo V2(Ey-U(2))

Wystepujaca tu calka jest niewlasciwa (na obu koricach), ale zbiezna. Aby si¢ o tym
przekona¢ dokonamy odpowiedniego oszacowania funkcji podcatkowej. Poniewaz
funkcja U jest klasy C? oraz U’(a) < 0, to w pewnym otoczeniu punktu a mamy
oszacowanie U’(z) < U’ (a). Z tw. o wartosci Sredniej dostajemy U (z) = U(a)+
U'(¢)(x — a). Stad mianownik naszej catki moze by¢ oszacowany nastepujaco

1 1 1
ViE T@) Y0 e v T o)

Teraz zbiezno$¢ interesujacej nas catki w koicu x = a wynika ze zbieznoSci catki

/b dx
a VT — a
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Zbieznos¢ w koncu x = b dowodzi si¢ analogicznie.

ZnalezliSmy w ten sposéb rozwiazanie o (t) réwnania (6.2) na pewnym odcin-
ku czasu [t1, t2] o dtugosci T'/2, takim ze p(t1) = a i ¢(t2) = b. Poniewaz pozio-
mica energii jest symetryczna wzgledem osi z1, to biorac ¢(ta + t) = p(te — t),
dla t € [0,7/2], rozszerzamy nasze rozwiazanie na przedziat [t1,t1 + T przy
czym z konstrukcji tego rozszerzenia wynika, ze otrzymujemy funkcje okresowa o
okresie T'. Odpowiadajaca otrzymanemu rozwigzaniu krzywa fazowa jest czgscia
poziomicy energii Fy nad odcinkiem [a, b]. ]

Zbadamy teraz zachowanie si¢ poziomic energii w otoczeniu punktu krytycz-
nego potencjatu. Jesli U(z1) = Ey i U'(Z1) = 0, to w otoczeniu punktu Z; po-
tencjal mozna w przyblizeniu przedstawi¢ (korzystajac z wzoru Taylora) w postaci
U(z1) = U(z1)+ 3U"(€)(z1—21)?. Wtedy poziomice energii sa krzywymi kwa-
dratowymi x3 + k(z1 — 71)? = const. W przypadku gdy k > 0 (potencjal ma
minimum w punkcie z1) krzywe te sg elipsami o §rodku w punkcie krytycznym
(Z1,0). Dla k < 0 (potencjal ma maksimum w punkcie Z1) krzywe te s hiperbo-
lami o Srodku w (Z1,0).

Globalne zachowanie poziomic energii dla krytycznych wartoSci energii jest
dos$¢ skomplikowane. Jak poprzednio rozpatrujemy ograniczony odcinek [a, b], na
ktérym U (a) = U(b) = Ep, przy czym warto$¢ F odpowiada wartosci potencjatu
w punkcie krytycznym. Mozliwych jest kilka przypadkéw. Kiedy oba korice odcin-
ka [a, b] sa punktami krytycznymi (U’ (a) = U’(b) = 0), to krzywymi fazowymi
sgq dwa otwarte tuki

To = t+/ Q(Eo—U(:I,’l)), xr1 € (a,b).
JesliU'(a) = 0,U’(b) # 01ub U’ (a) # 0, U'(b) = 0, to réwnanie

1
§$% + U(z1) = Eo
definiuje jedna otwarta krzywa fazowa. Jesli wreszcie U'(a) # 01 U'(b) # 0,
to znaczy, ze punkt krytyczny znajduje si¢ poza odcinkiem [a, b] i otrzymujemy
zamknigte krzywe fazowe jak dla niekrytycznych wartoSci energii.

6.7 Przyklad. Przeanalizujemy teraz poziomice energii oraz krzywe fazowe wa-
hadta bez uciekania si¢ do przyblizenia matych odchylen. Jak pamigtamy z wypro-
wadzenia w przyktadzie 4.20 réwnanie to ma postac

2

T = —wjsinz.
Potencjatem dla tego réwnania jest funkcja U(x) = —wg cos x. Mamy wigc
dwa krytyczne poziomy energii: Ey = —wg, ktéry odpowiada stabilnemu potoze-

niu réwnowagi x = 2nm, oraz Ey = w% odpowiadajacy niestabilnemu potozeniu
réwnowagi x = w + 2nm, gdzie n = 0,41, £2,.... W dalszym ciagu begdziemy
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analizowali ksztalt krzywych fazowych wylacznie w otoczeniu punktéw z = —,
x = 01x = 7, poniewaz portret fazowy jest okresowy o okresie 27.

Na ptaszczyznie fazowej (x1,x2) punkt (0,0) odpowiadajacy minimum po-
tencjatu jest stabilnym polozeniem réwnowagi a krzywe fazowe w jego matym
otoczeniu sg zamknigtymi krzywymi fazowymi jak to wynika z tw. 6.6. Punkty
(—m,0) oraz (m,0) odpowiadaja przypadkowi, gdy U(—7) = U(r) = w} oraz
U'(—m) = U'(w) = 0. Oznacza to, ze punkty te sa same krzywymi fazowymi a
krzywe fazowe w ich otoczeniu sa dyfeomorficzne z hiperbolami. Précz tego ist-
nieja krzywe fazowe w formie otwartych tukéw taczace punkt (—m,0) z punktem
(m,0).

Jesli portret fazowy przettumaczymy na zachowanie wahadta, to obraz ten wy-
gtada nastgpujaco. Dla pozioméw energii Fy < —wg wahadlo nie porusza si¢ spo-
czywajac w potozeniu réwnowagi (0,0). Dla pozioméw energii —w3 < Ey < w?
wahadlo wykonuje okresowe wahnigcia (krzywe fazowe sa zamknietymi krzywy-
mi). Dla poziomu energii Ey = w3 stan wahadla jest zalezny od warunkéw poczat-
kowych: jesli chwili poczatkowej mieliSmy z(tg) = —m, ©(t9) = 0, to wahadto
pozostaje w potozeniu réwnowagi (—, 0) (analogicznie dla punktu (7, 0)). Jesli
dane poczatkowe odpowiadaja potozeniu wahadta na jednej z krzywych fazowych
taczacych punkty (—7,0) i (7,0) (jak wiemy sa dwie takie krzywe fazowe), to
porusza si¢ ono po tej krzywej, przy czym czas potrzebny na przebycie drogi z
punktu (—7,0) do punktu (7, 0) jest nieskoficzony (wynika to z réwnosci (6.7)).
Dla wartosci Fy > wg mamy niezamknigte krzywe fazowe. Odpowiada to ruchowi
wahadla, przy ktérym obraca si¢ ono wokét swojej osi (rys. 6.1).

-

X, 4

\-—/A\/
/\ /‘\

Rysunek 6.1: Portret fazowy wahadta

6.2 Ruch w centralnym polu sit

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ ruchem punktu materialnego w przestrzeni tréj-
wymiarowej R? pod wptywem dziatania silty centralne;j.

6.8 DEFINICJA. Pole wektorowe w R3 nazywa sie centralne wzgledem poczqtku
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uktadu wspotrzednych, jesli jest ono niezmiennicze wzgledem ruchow przestrzeni
R3 nie zmieniajgcych potoienia poczatku uktadu wspotrzednych. Jesli F(x) jest
wektorem pola centralnego, to istnieje funkcja skalarna ®, taka Ze

F(x) = @(\mn%.

Wynika stad nastgpujace réwnanie ruchu punktu materialnego w centralnym polu
sit

&= ®(|z|)—. (6.8)
Z definicji tej wynika prosty wniosek.

6.9 WNIOSEK. Centralne pole sit jest polem potencjalnym.

Dowéd. Niech r = |z|. Potencjat pola dany jest wtedy wzorem

6.10 DEFINICJA. Momentem pedu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych
poruszajqcego sig punktu materialnego nazywamy wektor M = x X &.

6.11 TWIERDZENIE. (Prawo zachowania momentu pedu) W trakcie ruchu w
centralnym polu sit moment pedu wzgledem centrum pola nie zmienia si¢ w czasie.

Dowéd. Jesli pomnozymy réwnanie ruchu (6.8) wektorowo przez x, to otrzymamy

xxi:@(\xl)‘?xxxzo.

1
|
Wynika stad, ze

d d
£M(t):axxj::jtxﬁc—i—mxa'c':mxa&:().

Z powyzszego twierdzenia wynika wazny wniosek.

6.12 WNIOSEK. Ruch punktu materialnego w centralny polu sit w R> jest ru-
chem ptaskim, tj. odbywa sie na ptaszczyZnie.
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Dowéd. Rozwazmy réwnanie (6.8) z warunkami poczatkowymi
z(0) = ayp, z(0) = aq.

Wektory oy i a1 wyznaczaja plaszczyzne w R? (o X o jest wektorem prostopa-
dtym do tej ptaszczyzny). Poniewaz x x & jest momentem pedu, ktory jest staty w
czasie, wiec

TXT=cCc=aqyX Q.

Wynika z tego, ze ruch punktu materialnego odbywa si¢ calty czas w ptaszczyznie
prostopadiej do wektoréw ag i ;. [ |

Poniewaz ruch odbywa si¢ na plaszczyZnie, celowe jest wprowadzenie na niej
wspotrzednych biegunowych. Niech (7, 6) beda tymi wspétrzednymi. Uktad (6.8)
redukuje si¢ wtedy do uktadu

(7 — r92) cosf — (27"9 + r@) sinf = —@ cos @,
dr

. L dU (69

(# — 76%) sin @ + (270 + rf) cosh = T sinf,

a warunki poczatkowe moga by¢ zapisane w postaci

Kombinacja liniowa réwnan (6.9) prowadzi do uktadu

_dv
A (6.10)
270 + 1 = 0.

P —rf? =

Zauwazmy, ze drugie z réwnan (6.10) moze by¢ zapisane w postaci

1d, o,
Stad
r20 = C. (6.11)

Réwnosé ta, bedaca konsekwencja zachowania momentu pedu, ma interesujaca
interpretacj¢ geometryczna. WyobraZzmy sobie ciato poruszajace si¢ z punktu P do
punktu @ po krzywej PQ (patrz rys. 6.2). Niech A bedzie polem ograniczonym
przez promienie O P, OQ i luk PQ). Wtedy

1 0
A= / r’df,
2 Jo
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e

Rysunek 6.2: Predkos¢ polowa

czyli

dA 1 ,, 1

— =—_rf=-C. 6.12

it 2 72 (©.12)
Wielkosé % nazywa si¢ w mechanice predkoscia polowa. Réwnanie (6.11) wy-
raza stato$¢ predkosci polowej w ruchu punktu materialnego. Taka forme¢ prawa
zachowania pedu sformutowal Kepler opisujac prawa rzadzace ruchem planet wo-

kot storica. W wersji Keplera (byto to jego Il prawo) miato ono forme:

Planeta porusza si¢ wokét Storica po krzywej plaskiej ze stalg predkoscia
polowa.

6.13 TWIERDZENIE. Ruch punktu materialnego w centralnym polu sit mozna
opisac jednowymiarowym rownaniem ruchu
dav
dr’
gdzie r jest promieniem wodzqcym punktu, a V (r) jest efektywnym potencjatem
danym wzorem

=

(6.13)

2

V(r)=U(r) + 2072

We wzorze tym U (r) jest potencjatem sity centralnej zdefiniowanym w dowodzie
wniosku 6.9, a stata C jest statq z rownania (6.11) definiujqcq wartos¢ momentu
pedu.

Dowé6d. W pierwszym z réwnai (6.10) robimy podstawienie 8 = C' /r? wynikaja-
ce z réwnania (6.11). Otrzymujemy wtedy

R

i = =
dr + rd
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co odpowiada réwnaniu
av

Cdr
2V(r)=U(r) + S5 m

TR

7=

Zajmiemy si¢ teraz dokladniej problemem ruchu planet wokdt storica, aby
otrzymaé wszystkie prawa odkryte przez Keplera. W pewnym uproszczeniu mo-
zemy opisa¢ to zadanie jako ruch ciala o malej masie ;1 wokét potozonego w po-
czatku uktadu wspétrzednych ciata o bardzo duzej masie m. Ciala te oddzialuja na
siebie sitg przyciagania grawitacyjnego

©wma

F(z) = — iR

Odpowiada to ruchowi punktu materialnego w polu sit centralnych

x

o
TR

(6.14)

Korzystajac z tej postaci sity centralnej scatkujemy réwnanie ruchu (6.13) z
potencjalem V' wynikajacym z sily grawitacji. Z réwnania (6.13) wynika prawo
zachowania energii Fy = %f + V(r). Pozwala ono uprosci¢ problem catkowania
rOwnania (6.13). Z prawa zachowania energii mamy zwiazek

¢ = /2(Eo — V(r)).

Poniewaz z réwnania (6.11) mamy 6=C / 2, to

o 6 C/r?
dr 7 2B — V()
Catkujemy to ostatnie réwnanie dla V' (r) = —% + % i dostajemy

9:/ C’/r2 dr = arccos Cfr —k/C
V2(Ey—V(r)) V2E + k?/C%

gdzie przyjeliSmy dla uproszczenia stata catkowania réwna zero. Prowadzi to do
réwnania

C2/k

= 1
" 14 ecosf’ 6.15)

gdzie e = /1 + 2E,C?/k2.
Réwnanie (6.15) jest réwnaniem stozkowej we wspétrzednych biegunowych.
Stata e nazywa si¢ mimosrodem (ekscentrycznoscia) stozkowej. Odpowiada ona:

a) okrggowi, jeslie = 0,

b) elipsie, jeslie < 1,
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c) paraboli, jeSlie = 1,
d) hiperboli, jeslie > 1,

przy czym poczatek uktadu wspétrzednych jest jednym z ognisk tej stozkowe;.
Wiadomo, ze orbity sg ograniczone jesli Ey < 0, co odpowiada e < 1 i gwarantuje
prawdziwosc¢ I prawa Keplera:

Planeta porusza si¢ wokot Storica po elipsie, a Storice znajduje si¢ w jednym
z ognisk tej elipsy.

Kepler sformutowat takze III prawo ruchu planet:

Kwadrat czasu obiegu planety wokoét Storica jest proporcjonalny do trzeciej
potegi dluzszej osi elipsy, po ktérej porusza si¢ planeta.

Dowdd tego prawa wynika z innego zapisu rdwnania elipsy
b2
po_ Yo
1+ e cosb

gdzie a jest dluzsza, a b krétsza pélosia elipsy. Korzystajac z rownan (6.15) 1 (6.12)
znajdujemy predkos$¢ polowa

d4 = 1b\/k:/a.

dat 2

Stad okres obiegu 1" mozna obliczy¢ ze wzoru

pole elipsy mab 2ma’/?

~ predkosé polowa  dA/dt TR




